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KAPITEL 1

Motivation und Leitfaden

1. Problemstellung

Auf einer birationalen Klasse soll eine Aquivalenzrelation definiert werden, die
sogenannte K—Aquivalenz, und diese soll dann mit kohomologischen Invarianten,
nédmlich den Bettizahlen und den Hodgezahlen verglichen werden. Um dies vorweg-
zunehmen: Glatte, eigentliche n—dimensionale Varietdten X und Y {iber C heissen
K—&quivalent wenn eine glatte, eigentliche Varietdt Z und birationale, eigentliche
Morphismen f : Z — X und g : Z — Y existieren, so dass f*Kx = ¢*Ky.
Hierbei bezeichnen Kx und Ky die kanonischen Divisoren von X respektive Y.

f/'X

o

VA
Y

Legen wir solch eine Situation fiir den Rest dieses einfiihrenden Abschnittes fest.
Grob gesagt bedeutet die K—Aquivalenz von X und Y, dass X und Y birational
sind, und dass via einer birationalen Transformation X --» Y die Integration auf X
mit der Integration auf Y kompatibel ist: Die Beziehung f*Kx = g* Ky ist ndmlich
gleichbedeutend mit f*Q’;(/(C = g*Q?,/C, wobei n := dim X = dim Y, und n—Formen
sind in der Differentialgeometrie die zu integrierenden Objekte. Das Hauptresultat
wird

THEOREM 1 (Batyrev [2], Ito [13|, Wang [26]). Figentliche, glatte, K—dqui-
valente Varietiten iber C haben die selben Hodgezahlen (und Bettizahlen).

sein. Diese Aussage spielt sich ausschliesslich in der Welt der komplexen Geometrie
ab. Wie dem auch sei, unser Weg zu diesem Resultat fithrt iiber die algebraische
Geometrie iiber Zahlkérpern und endlichen Korpern. Zwei Techniken spielen dabei
eine zentrale Rolle: Zum einen die p-adische Hodge Theorie, und zum anderen die
p—adische Integration.

Zunéchst einmal erlauben es uns Standardargumente die Ausgangssituation so zu
verbiegen, dass alle Varietdten und Morphismen {iber einem Zahlkorper k definiert
sind, und einem Resultat von Deligne [6] zufolge &ndert solch eine kleine Verbiegung
nichts an den Invarianten, sprich Hodgezahlen. Ich schreibe Xy, Y, Zk, fi und gx
fiir die entsprechenden Modelle und Morphismen {iiber k.

Wir kénnen eine geniigend grosse, aber immer noch endliche Menge von maximalen
Idealen S des Ganzzahlrings O von k wahlen, und dazu Schemata Xy, Yy und
Zy die eigenlich und glatt iiber U := spec O, \ S sind, so dass X, = Xy Xy speck,
Y = Yy Xy speck und Zy = Zy Xy speck, und so dass fr und g in eigentliche,
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4 1. MOTIVATION UND LEITFADEN

birationale Morphismen

X
oy KXo
Zy
g Yy
ausgedehnt werden konnen, die die Relation
(1) [, v = 90%, u
erfiillen.

Ist p ein abgeschlossener Punkt von U (das ist auch ein maximales Ideal von Oy),
so konnen die Fasern iiber p von Xy, Yy und Zy betrachtet werden, und fiir fast
alle p € U sind diese Fasern, auch Reduktionen modulo p genannt, eigentlich und
glatt iiber dem Restklassenkorper in p. Vorsicht: Je nach Wahl der Modelle Xy,
etc. kann das fiir ein individuelles p der Fall sein oder auch nicht. Ist also p ein
geeignetes maximales Ideal von Oy und F = F, der endliche Restklassenkorper mit
q = p° Elementen, so sieht das so aus:

Generische Faser

X
ey Ac -8C Ty Xk
ZC \ Zk

gc Y(C gk\*‘ Yk

J Faser iiber p

fU/’ Xu ﬁF/ Xr

L
9u 7 Yy P Ve

Sei R die Vervollstdndigung von Oy in p, und schreibe X := Xy Xy spec R, etc.
und fg, ggr fir die induzierten Morphismen. Die Relation (1) impliziert dann die
Gleichheit f}‘%Q&R/R = g;‘%Q@R/R.

Mit Hilfe der p—adischen Integration auf Xr kann man rationale Punkte auf der
Reduktion Xy zdhlen, und die eben erwdhnte Gleichheit impliziert nichts anderes
als dass Xy und Yy die selbe Anzahl F-rationaler Punkte haben. In dem man die
erforderlichen Schritte auch fiir endliche Erweiterungen von R durchfiihrt findet

man
#XIF(Fq") = #YIF(Fq“)
Mit anderen Worten haben Xy und Y& die selben Zetafunktionen®. Die Weilsche

Vermutung betreffend die Bettizahlen von X und Y impliziert dann ohne weitere
Arbeit

THEOREM 2 (Batyrev [2], Ito [13], Wang [26]). Eigentliche, glatte, K—diqui-

valente Varietditen iber C haben die gleichen Bettizahlen.

Tm Kapitel 2 findet sich das notwendige Material zu den Zetafunktionen, den Weilschen
Vermutungen und zur Lefschetzschen Fixpunktformel von der im Folgenden die Rede sein wird.



2. LEITFADEN 5

Neben der p—adischen Integration gibt es noch eine andere Moglichkeit ratio-
nale Punkte auf Xy zu zéhlen, ndmlich die Lefschetzsche Fixpunktformel. Ist F ein
algebraischer Abschluss von F, und schreibt man F': X7 — X fiir den Frobeni-
usmorphismus hoch ¢, so lautet sie

2dim X

#Xe(Fgn) = Y (1) tr (F™, Hiy (X5, Q)

=0

Dasselbe gilt fiir Y. Nun kann man F € Gal(F,|F,) in ein Element Frob,, genannt
geometrisches Frobeniuselement iber p der Galoisgruppe Gal(k|k) hochheben, und
der Satz vom eigentlichen—glatten Basiswechsel besagt dann, dass

2dimY 2dim X
(2) > (=)'t (Froby™, Hi (Y5, Qo)) = Y (—1)"tr (Froby™, Hi (X7, Qy))
=0 =0

unter der Hypothese dass #Xp(Fyn) = #Yr(Fyn) fiir alle n. Die Gleichung (2) gilt
fiir fast alle maximalen Ideale p von Oy. Mit Hilfe einer Variante des Cebotarev-
schen Dichtigkeitssatzes und den Weilschen Vermutungen kann daraus geschlossen
werden, dass die Gal(k|k)-Darstellungen H'(X7, Q) und H*(Y, Q) die selben
Halbvereinfachungen haben:

THEOREM 3. Seien Xy und Yy Schemata endlichen Typs tiber Oy deren ge-
nerische Fasern eigentlich und glatt dber k sind. Wenn fir fast alle mazimalen
Ideale p € spec Oy, die Reduktionen von Xy und Yy modulo p die selbe Zetafunkti-
on haben, dann haben die Gal(k|k)-Darstellungen HE (X7, Q) und Hi Yz, Q) die
selben Halbvereinfachungen.

Die Hypothesen dieses Satzes sind insbesondere dann erfiillt, wie wir es mit Hilfe
der p—adischen Integration gezeigt haben werden, wenn Xy und Yy wie vorhin von
K—&quivalenten Varietéten herriihren, und so folgert man direkt:

KOROLLAR 1. Seien X und Y eigentliche und glatte Varietaten iber k. Sind
X7 und Yy K-Aquivalent, so haben die Gal(k|k)-Darstellungen HZ (X7, Q) und
H, (Y7, Q) die selben Halbvereinfachungen.

Schliesslich geht es darum, zu zeigen dass man die Hodgezahlen einer glatten eigent-
lichen Varietét X iiber k aus den Halbvereinfachungen von HY, (X3, Q¢) (respektive
Hi, (Y7, Qy)) berechnen kann. Das ist relativ einfach, wenn man einen schwierigen
Satz von Faltings akzeptiert, ndmlich das p—adische Analogon der Hodgezerlegung.

2. Leitfaden

Im Kapitel 2 rufe ich Bekanntes und Interessantes iiber die Zetafunktionen, die
Weilschen Vermutungen, étale Kohomologie und die Lefschetzsche Fixpunktformel
in Erinnerung. Die besagte Abwandlung des Cebotarevschen Satzes wird ebenfalls
erldutert. Die Kapitel 3, 4 und 5 befassen sich dann mit der Ausfithrung des vorhin
erkldrten Programmes wie folgt:
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KAPITEL 2

Von den (—Funktionen

1. Die Weilschen Vermutungen

Die Zetafunktion eines Schemas X von endlichem Typ iiber Z ist definiert durch

(3) Cx(s) = H ﬁ(@_s

reX

wobei das Produkt iiber alle abgeschlossenen Punkte von X liuft, und N(z) die
Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers in « bezeichnet. Das Produkt (3) kon-
vergiert fiir alle s € C mit re(s) > dim X. Im Spezialfall X = specZ erhélt man
die gute alte Riemannsche Zetafunktion, von der man zwar schon viel, aber leider
noch nicht alles weiss.

Ist X ein Schema endlichen Typs iiber einem endlichen Korper F,, so weiss man
mehr: In diesem Fall ist fiir jeden abgeschlossenen Punkt x € X der Restklassen-
korper in x eine endliche Erweiterungen von F,, sagen wir vom Grad deg(x). Man
hat also N(z) = ¢%¢(®) und wenn man noch ¢ := ¢—* substituert, gibt das

1
(4) (x(s) = 2x(t) = [ 1 des@
xeX
Schreibt man a, fiir die Anzahl der F;»-rationalen Punkte in X, so zeigt man
leicht, dass

(5) Zx(t) = exp (Z ant:>
n=1

Sei nun X eine eigentliche, glatte Varietét mit Dimension n iiber F,. Die Weilschen
Vermutungen lauten wie fogt:

(I) Rationalitét: Die Funktion Zx(¢) ist rational, das heisst der Quotient
zweier Polynome mit Koeffizienten in Q. Also Zx (t) € Q().

(IT) Riemannhypothese: Es gibt Polynome Py, ..., P2, mit ganzzahligen
Koeffizienten, so dass

_ PUt)Ps(t) - Py (1)
Zx(t) = Ilao(t)éz(t) e 123277/275)

Dabei ist Py(t) = 1 —t und Ps,(t) = 1 — ¢"t. Der komplexe Betrag aller Wurzeln
von P; ist ¢~ /2.

(III) Funktionalgleichung: Sei A die Diagonale in X x X, und e := A.A
deren Selbstschnittzahl. Dann erfiillt Zx (t) die Funktionalgleichung

1
Zx () =e- "t Zx(t)

q"t

7



8 2. VON DEN ¢(-FUNKTIONEN

Dabei ist € entweder 1 oder —1, und zwar wie folgt: Sei F, ein algebraischer Ab-
schluss von F, und sei F' : Xﬁq — XFq der Frobeniusmorphismus hoch g. Dann
ist € = 1 falls n ungerade ist, oder falls n gerade und ¢™/? eine gerade Anzahl mal
als Eigenwert von F'* auf Hg (X5 , Q) vorkommt, und € = —1 sonst. Das Objekt
HZ (Xﬁq,Qg) erklére ich im néchsten Abschnitt.

(IV) Bettizahlen: Unter der Annahme dass die Vermutung (IT) wahr ist,
schreibe B; := deg P;(t). Dann gilt

2n
e:=AA= Z(—l)iBi
i=0

Gibt es einen Zahlkorper k und eine Varietét Y iiber Oy, so dass X die Reduktion
modulo eines Primideals von O ist, dann sind die B;’s die iiblichen Bettizahlen
des topologischen Raumes Y x o, C.

Samtliche dieser Vermutungen wurden im Kurvenfall von André Weil selbst,
und im allgemeinen Fall dann in den 60er und 70er Jahren von Bernard Dwork,
Alexander Grothendieck, Pierre Deligne und anderen positiv bestétigt. Die Zeta-
funktion eines Schemas endlichen Typs iiber F, ist {ibrigens ohne weitere Hypothe-
sen immer rational, sieche dazu den recht elementaren Beweis von Dwork, [8], oder
etwas ausfiihrlicher Serres Exposé desselben in [19]. Siehe Hartshorne [12], Anhang
C §2 fiir einen Uberblick iiber die Geschichte der Weilschen Vermutungen.

BEISPIEL 2.1. Der n—dimensionale projektive Raum ]P’{qu ist natiirlich eigentlich
und glatt, und es gilt

gt —1 k(n—1) k
und damit
0 k
Zen(t) = exp <;(q’m +q" D g ) )

Die Zetafunktion von P" ist tatséchlich rational, und die Riemannhypothese stimmt
fiir Po; =1 —pit und Py;_1 =1, was im Einklang mit den Bettizahlen von P{ steht.
Die Funktionalgleichung funktioniert ebenfalls, fiir e = n.

BEISPIEL 2.2. Als weiteres nichttriviales Beispiel betrachte den n—dimensionalen
Torus Ty, := specF,[X1, X7, Xo, X571, ..., X, X;71]. Offensichtlich hat man

ar = #T,(Fp) = (¢" — 1)"
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und damit
Z(t) = oS-l
T k
k=1
n 0 k
_ [T Jkt
exp (1) (J)Zq -
7=0 k=1
" n
= o | S0 (1) (ot - o70)
Jj=0 J
- g )
7=0
Also etwa
1 —qt)4(1 — ¢3t)*
7, (1) = o AL

(1 =) (1 —¢*)%(1 —q*)

Die Zetafunktion des Torus ist also eine rationale Funktion. Die Riemannhypothese
trifft so wie wir sie hier formuliert haben nicht zu, aber der Torus ist ja auch nicht
eigentlich.

Sei X irgend ein Schema endlichen Typs iiber ;. Es ist klar, dass wenn Y und Z
offene oder geschlossene Subschemata von X sind so dass X =Y U Z, die Relation

Zy (t)Zz(1)
Zyrz(t)

gelten muss. Mit dieser einfachen Beobachtung und der vorangehenden Rechnung
kénnen wir die Zetafunktionen von torischen Varietdten bestimmen (zur allgemei-
nen Theorie der torischen Varietéten siehe [10]). Eine torische Varietét T ist immer
die disjunkte Vereinigung von Torusbahnen, sagen wir je s; der Dimension k, fir
0<k<n:=dimT7T. Damit gilt

(6) Zx(t) =

mit

Ist T eine komplexe, glatte und kompakte torische Varietdt, so stimmt das mit
der bekannten Formel fiir die Bettizahlen Jy, ..., 82, von T iiberein, namlich ([10],
section 4.5)

0 falls 7 ungerade ist
pi = k—j. (k L )
Zk_J( 1) Jsk( ) falls 1 = 2j gerade ist

Als konkretes Beispiel betrachte fiir a € Z die Hirzebruchschen Fliache F,, deren
Fécher
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ist. Man hat dann sg = s; = 4 und sy = 1, und entsprechend der oben genannten
Formel ist die Zetafunktion von F, gegeben durch

1
(I=1)(1—qt)*(1 - ¢%)
BEISPIEL 2.3. Sei X eine glatte, projektive n—dimensionale Varietat {iber I,

und sei ¥ — X eine Aufblasung von X in einem [ -rationalen Punkt zy,. Man
hat dann

Zr,(t) =

#Y (Fpr) = #X(Fpr) — 1+ #P" 1 (Fe)
Die Zetafunktionen von X und Y kénnen damit wie folgt verglichen werden:

oo k
Zy(t) = exp (Z#Y(qu;)

k=1
= exp Z#X(Fqk)z — Z = + Z#Pn— ank)Z
k=1 k=1 k=1

= (1—1t)-Zx(t) - Zpn-1(t)

= Zx()- J[1 -0

Als konkretes Beispiel, sei @ € N und Y eine Aufblasung von P? in ¢ Punkten.

Wendet man obige Relation a mal auf die Zetafunktion von P2 an, so erhilt man
1

(1 =) (1 = qt)*+1(1—¢*)

BEISPIEL 2.4. Sei X eine glatte, projektive Kurve iiber IF, vom Geschlecht g.

Ein klassisches Resultat von Weil ([28]) besagt dass es algebraische Ganzzahlen
Wi, ..., wag gibt, so dass

Zy(t) =

29
(7) X(Fgn)=q" =Y wi+1
i=1

Weiter kann man die w;’s so anordnen, dass

(8) WiWag—; = ¢
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fiir alle 4, und schlussendlich gilt

9) jwil = ¢'/?
fiir alle 7. Die Gleichung (7) bedeutet dann, dass
Pi(t)
Zy(t) = — 1
O Tha e

wobei P; = (1—wit)--- (1—wa4t). Die Beziehung (9) entspricht somit der Riemann-
hypothese, und (8) der Funktionalgleichung. Die Resultate (7) und (8) sind relativ
direkte Konsequenzen des Riemann—-Roch Satzes, wihrend (9), die Riemannhypo-
these, schwieriger zu zeigen ist (wer hétte das nicht erwartet?). Weils Methoden
zum Beweis von (9) benutzen entweder die Jacobische Varietét von X, oder aber
den Riemann—Roch Satz auf der Fliche X x X um die folgende Ungleichung, die
sogenannte Hasse—Schranke

[#X (Fgn) — (¢" +1)| < 29 ¢/

zu zeigen, aus der (9) rasch folgt. Einen kurzen, alternativen Beweis, der ebenfalls
zuerst Hasse—Schranke zeigt, den Riemann—Roch Satz aber nur auf der Kurve X
benutzt, haben Stepanov und Bombieri gefunden®

2. /—adische Kohomologie und die Lefschetzformel

2.1. Die /—adische Kohomologie und ihre grundlegenden Eigenschaf-
ten. Sei X ein Schema endlichen Typs iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Kérper k von charakteristik p > 0 und sei £ eine Primzahl. Schreibe Z/¢Z fiir die
konstante Garbe Z/¢'Z auf dem kleinen étalen Situs X¢; von X, und definiere

HY (X, Q) = %.iEHR}Hi(Xét,Z/ij) ®z, Q¢

Fiir die Details die zum Verstdndnis dieser Definition notig sind, verweise ich auf
folgende Literatur: Die Standardreferenz ist Grothendiecks séminaire de géométrie
algébriqgue SGA4. Wahrend das Buch von Milne [17] ein Referenzwerk ist, und
sich nicht unbedingt zum Selbststudium eignet gibt Milne eine Einfiihrung und viel
Motivation in [16]. Die Theorie der Grothendieckschen Topologien wird besonders
schon in [22] erklart.

Die étalen Kohomologiegruppen H¢ (X, Q) haben fiir £ # p alle Eigenschaften die
man von einer guten Kohomologietheorie erwartet. Zunichst kennt man folgende
vielsagende Vergleichseigenschaft: Sei X eine eigentliche, glatte Varietdt iiber C.
Dann hat M := X(C) die Struktur einer analytischen komplexen Mannigfaltigkeit
(siehe Kapitel 4) und es gilt

Hiy (X, Qo) 2 lim Hiy (M, 2/072) 93, Qe

wobei auf der rechten Seite HY,,(M,Z/7Z) die singulire Kohomologie des to-
pologischen Raumes M mit Koeffizienten in Z/#?Z bezeichnet. Diese Eigenschaft
ist nicht etwa eine iiberraschende Konsequenz, sondern ein erklartes Ziel der Kon-
struktion der /—adischen Kohomologie: Die étale Topologie auf X soll ja gerade die
analytische Struktur auf M imitieren.

Zum anderen gelten im Allgemeinen fiir die /~adische Kohomologie die essentiellen

1Bombieri, E. Counting points on curves over finite fields Séminaire Bourbaki 430
(1972/1973)
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Kniffe, die im komplexen Fall auch fiir die singuldre Kohomologie gelten. Das sind,
unter anderem (immer fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper k und eine
Primzahl ¢ # p := chark > 0):

(I) Funktorialitét: Die Zuweisung X —— H, (X, Qy) ist ein kontravarianter
Funktor von der Kategorie der Schemata endlichen Typs iiber k£ in die Kategorie
der Qy—Vektorraume.

(IT) Verschwindungssatz: Ausser fiir 0 < i < 2dim X sind die H¢ (X, Q)
trivial. Ausserdem weiss man dass wenn X affin ist, H{ (X, Q) bereits fiir i <
dim X verschwindet.

(IIT) Endlichkeit: Ist X eigentlich {iber k, so sind alle H¢ (X, Q) endlichdi-
mensional. Man vermutet, dass das auch fiir nichteigentliche X der Fall ist.

(IV) Cupprodukte: Es gibt eine Cupproduktstruktur

Hgt(X, QZ) ®Q, Hgt(Xv Qf) - Héi:_j(X’ Qf)

fir alle 4, j.
(V) Poincarédualitiit: Ist X eigentlich und glatt iiber k£, und n := dim X, so
gibt es einen kanonischen Isomorphiosmus H2"(X,Qy) = Qy, und das Cupprodukt

Hét(Xa @f) ®Qz H(gtn_7(Xa QZ) — Hgtn(Xv QE)
ist eine perfekte Paarung fiir alle 0 < i < 2n.

(VI) Basiswechsel: Ist f: X — S ein glatter eigentlicher Morphismus und
s — S ein geometrischer Punkt von S, dann sind die

dier Hét (XS, Q/)

lokalkonstant (als Funktionen von s). Insbesondere bleibt dimg, HE, (X, Q) unver-
dndert bei einem Basiskorperwechsel.

2.2. Die Lefschetzsche Fixpunktformel. Sei M eine reelle, kompakte, ori-
entierte Mannigfaltigkeit, und sei f : M —— M eine glatte Abblidung von M in
sich selbst. Schreibe f* fiir die induzierte lineare Abbildung f* : H*(M,R), und sei
n die (komplexe) Dimension von M. Die Lefschetzzahl von f ist definiert als

2n
(10) L(f) = S (1) el H (M. R))

i=0
Ist x € M ein Fixpunkt von f, so induziert die Ableitung von f einen Endomor-
phismus des Tangentialraums (Df), = T,M — T, M in z. Die Multiplizitat des
Fixpunktes = ist dann definiert als

m(x) :=sgndet((Df), —id)

Hier ist sgn(r) = 1 falls r > 0, sgn(r) = —1 falls » < 0 und sgn(0) = 0. Schneidet
der Graph I' C M x M die Diagonale A C M x M transversal, so hat f nur eine
endliche Anzahl isolierter Fixpunkte (die der Schnittmenge I'NA entsprechen), und
die klassische Lefschetzsche Fixpunktformel lautet dann

(11) L(f) =) mlx)

wobei die Summe iiber alle Fixpunkte von f lduft. Beobachte dass die Wahl der
entgegengesetzten Orientierung auf beiden Seiten von (11) das Vorzeichen &ndert.
Man kann also mit (10) die Anzahl der Fixpunkte von f mit Multiplizitdt zéhlen
(siehe [3], chapter 11, 11.26).
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Fiir die /—adische Kohomologie gibt es eine analoge Lefschetzsche Fixpunktformel:
Sei X eine eigentliche, glatte Varietéit iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper
k von Charakteristik p > 0, und sei wie vorhin ¢ # p eine Primzahl. Ist f : X — X
regulér, so gilt (siehe Milne [17], chapter VI theorem 12.3)

(12) LA =) (—1) te(f, Hi (X, Qo))
=0

wobei I den Graphen von f und A die Diagonale in X x; X bezeichnet. Dabei ist
I".A die Schnittzahl von I" mit A im Sinne der Schnitttheorie auf X x, X. Falls
sich I' und A transversal schneiden hat f nur endlich viele, isolierte Fixpuntke, und
I".A ist dann nichts anderes als deren Anzahl, gezéhlt mit Multiplizitét.

BEISPIEL 2.5. Sei f : PL — P} definiert durch [z,y] — [z + v, y]. Kleben wir
P} standardgemiss aus zwei Klonen U, und U, von A} zusammen, so wirkt f auf
diesen beiden affinen Teilen wie folgt:

r—|z,1 1,y]«—

" U, [=,1] Pllc (1,y]e—y U, y
fl fl fJ fl ! I
r—[z,1 1Lyle—
i1 U, [x,1] P%c [Lyl—y U, Y

y+1

Auf U, gibt es also keine Fixpunkte, und auf U, gibt es den Fixpunkt y = 0. Die
Schnittzahl T'.A ist also die Schnittzahl der Kurven z(1 +y) = y und z = y in
Uy x Uy = A%, und das ist die Dimension von

kly, 2]/ {(z = y), (2(L +y) = y)) = k[z]/((2(1 + 2) = 2)) = k[2]/(2?)
Daraus folgt I'"A = 2. Andererseits wirkt f* trivial auf die étalen Kohomologie-
gruppen HY (P}, Q) = Q¢ und HZ (P}, Q¢) = Qf, und HY (P}, Qp) ist trivial (die
Wirkung von f* auf HZ (P}, Q) ist die Multiplikation mit dem Grad von f, und
der ist hier 1). Damit sehen wir die Gleichung (12) in diesem Fall bestatigt.

BEISPIEL 2.6. Wiéhle fiir f : X — X die Identitdt. Dann ist der Graph
von f dasselbe wie die Diagonale, und f induziert auf allen Kohomologiegruppen
H} (X,Qy) die Identitit. Das heisst dass

tl"(f*, Héit(Xv Qé)) = dim@e Héit(Xv Qf)

Die Formel (12) wird dann zu
2n
AA = (—1) dimg, H}, (X, Q)
i=0

Das steht im Einklang mit der Weilschen Vermutung (IV) betreffend die Bettizah-
len.

2.3. Kohomologische Interpretation der Weilschen Vermutungen. Sei
Xy eine eigentliche, glatte Varietédt iiber dem endlichen Kérper [Fy, sei Fq ein alge-
braischer Abschluss von F,, und schreibe X := X¢ Xspecr, spec Fq. Fir alle n € Z
bezeichne Fy» den endlichen Teilkérper von Fq mit ¢ Elementen.
Sei F': X — X der Frobeniusmorphismus hoch ¢g. Man kann dann die Fixpunkte
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von F™ mit Xo(Fg») identifizieren, und die Lefschetzformel ergibt somit fiir eine
von p := char Fy verschiedene Primzahl ¢

2dim X
#Xo(Fyn) = Z (=) tr(F™, HL (X, Qy))
i=0
Wenn man dies in der Definition der Zetafunktion von X substituiert, erhdlt man

2dim X o) n
Zx, (1) _exp< SO0 (P HE (X, QZ))2>
=0 n=1

2dim X oo i (=1
= H exp (Ztr (F*" HL (X, Q) — >

=0 n=1
Ist ¢ : V. — V ein Automorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums V,
so hat man die mit elementaren Mitteln herleitbare Identitiat von Potenzreihen

o0 tn
exp <Z tr(p”, V)n> =det(1 — @t,V)?
n=1

Damit findet man
2dim X
(13) Zx,(t) =[] det(1—F*t, HL (X, Q)"
1=0

)z+1

Die Rationalitit von Zx, ist eine direkte Konsequenz der Gleichung (13): A priori
hat man Zx, € Q[[t]], und (13) zeigt dass Zx, € Qq(t). Man weiss aber (Bourbaki,
Algebre IV §5 Ex.3), dass Q[[t]] N Qe(t) = Q(¢). Mit etwas linearer Algebra folgt
auch die Funktionalgleichung aus (13) und der Poincarédualitét.

Die Riemannhypothese ist wesentlich schwieriger zu zeigen. In ihrer prézisierten
Form lautet sie wie folgt:

THEOREM 2.7 (Deligne [5]). Fir jedes 0 < ¢ < 2dim X hat das Polynom
P;(t) := det(1— F*t, H, (X, Q¢)) ganzzahlige Koeffizienten, und ist unabhdingig von
L. Alle komplexen Wurzeln o von P; sind vom Betrag |a| = q 2.

BEISPIEL 2.8. Das Berechnen einer Zetafunktion mit der Formel (13) ist nicht
sehr praktisch, weil man dazu wissen muss, wie der Frobeniusmorphismus auf die
Kohomologiegruppen H{, (X, Q) wirkt. Falls man bereit ist ein paar zu erwartende
Eigenschaften der ¢—adischen Kohomologie zu akzeptieren kann man diese Wirkung
wie folgt ausrechnen:

Akzeptieren wir die Kiinnethformel fiir die ¢-adische Kohomologie (siehe Milne
[17] chapter VI, §8. Die Torsion iiberlebt — ®z, Q, nicht), die besagt, dass wenn
7w : EF — X ein lokaltriviales Biindel mit Faser Y ist, und X und Y eigentlich und
glatt sind, die /—adische Kohomologie von F durch die f—adischen Kohomologien
von X und Y ausgedriickt werden kann: Es gibt einen funktoriellen Isomorphismus

Héct E Qé @ t X Qi ®Hgt(Y Qé)
i+j=k

Betrachten wir noch einmal fiir a € Z die Hirzebruchsche Fléche F;, aus dem Beispiel
2.2, aber iiber dem algebraisch abgeschlossenen Kérper F,. Ohne grosse Miihe zeigt
man, dass F, ein lokaltriviales P'-Biindel iiber P' ist. Der Frobeniusmorphismus
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F auf P! und auf F, ist natiirlich kompatibel mit der Biindelstruktur, i.e. das
Diagramm

Pt —— F, — P!

Pl —— Fy, —— P!

kommutiert. Die /-adische Kohomologie von P! und die Wirkung von F darauf ist
bekannt, ndmlich

Q¢ falls i =0, und in diesem Fall induziert F' die Identitdt

s 1 . ) Q¢ falls¢=2, und in diesem Fall induziert F' die
Hét (]P v@f) = .. . .
Multiplikation mit deg F' = ¢
0  in allen anderen Fallen
Aus der Kiinnethformel schliessen wir, dass
HE (Fa, Q) = Hg (P, Qo) ® HE (P!, Q) @ HE (P, Q) ® HE (P, Q)

F*=id ®(-q) Fr=(-q)®id

Somit ist HZ (F,, Q) = Q7, und der Frobeniusmorphismus ist die Multiplikation
mit g. Ebenso kann man zeigen, dass F' trivial auf HY (F,, Q) = Q, wirkt, und
dass dass F auf H, (F,, Q) = Q, die Multiplikation mit deg F' = ¢? induziert. Alle
anderen étalen Kohomologiegruppen von F, sind trivial. Die Formel (13) liefert also

Z(Fa)o (t) det(l - t7 Q@)_l det(l - qt7 Q%)_l det(l - th, Qf)_l
1
(I=t)(1—qt)*(1 —¢%)

Erfreulierweise ist das das selbe Resultat, dass wir bereits im Beispiel 2.2 gefunden
haben.

3. Eine Anwendung des Cebotarevschen Dichtigkeitssatzes

Sei k ein Zahlkorper und [ eine endliche Galoiserweiterung von k& mit Galois-
gruppe G. Sei v eine diskrete Bewertung auf £ und p € specm Ok die entsprechende
Primstelle. Sei w eine Fortsetztung von v auf [, und q € specm O; die Primstelle
von w. Man sagt q sei eine Primstelle iber p. Die Teilgruppen von G

Gz(a) = {9€Glga=q}
Gr(q) {g€G|g(x)—z €qfirallex € O}

heissen Zerlegungsgruppe, respektive Tragheitsgruppe von q. Sind L und K die Ver-
vollstdndigungen von [ und k fiir die entsprechenden Bewertungen, so gilt

Gz(q) = Gal(L|K)

Die entsprechende Erweiterung der Restklassenkorper |k ist galoissch (siehe Serre,
Corps locauz, [18] chapitre I §7 corrolaire de la proposition 21, und die nachfolgende
Bemerkung). Weiter hat man einen natiirlichen Epimorphismus von Gz(q) auf die
Galoisgruppe Gal(A|x), und die Tragheitsgruppe von q ist genau der Kern dieses
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Epimorphismus (loc. cit. proposition 22). Man hat also eine kurze exakte Sequenz
endlicher Gruppen

1 Grlq) —— Gu(q) — Gal(\x) ——— 1

Die Tragheitsgruppe ist ein Normalteiler der Zerlegungsgruppe, und der Quotient
Gz(q)/Gr(q) kann mit Gal(A|x) identifiziert werden, und ist deshalb eine endliche
zyklische Gruppe. Das Ideal q heisst unverzweigt falls Gr(q) trivial ist. Sind alle
Primideale iiber p unverzweigt so sagt man dass p in [ unverzweigt ist, und auch,
dass die Erweiterung l|k unverzweigt in p ist. Eine endliche Erweiterung ist stets
nur in einer endlichen Anzahl von Primstellen verzweigt (loc. cit. chapitre III, §5
corollaire 2 du théoréme 1)

Ist die Erweiterung I|k in q unverzweigt, so nennt man Frobeniuselement von q das
Element Fy; € Gz(q) das via 7 auf den inversen Frobeniusmorphismus in Gal(\|x)
abgebildet wird, das heisst fiir alle x € A gilt

w(Fy)(2) =

Ist insbesondere I|k in p unverzweigt, so sind die Frobeniuselemente der Primstellen
iiber p zueinander konjugiert, und man schreibt Fy fiir die Konjugationsklasse von
F, in G. Man nennt F, auch Frobeniusklasse von p.

Sei S eine Teilmenge von spec Oy. Fiir n € N bezeichne a,,(S) die Anzahl der p € S
mit N(p) < n. Existiert (in R) der Limes

. an(S)
ais):= 1 —_—
(5) e an(spec Oy)
so nennt man d(S) die Dichte von S. Bemerke dass falls S endlich ist die Dichte
von S existiert und d(S) = 0 ist.

TureoreM 2.9 (Cebotarevscher Dichtigkeitssatz). Sei k ein Zahlkérper und
eine endliche Galoiserweiterung von k mit Galoisgruppe G. Sei X eine unter Kon-
jugation stabile Teilmenge von G, und sei Sx C spec Oy die Menge der Primideale
von Oy die in | unverzweigt sind, und deren Frobeniusklasse in X enthalten ist.
Dann existiert die Dichte von Sx, und man hat

#X
#G

Zur Nachlese stehen unter anderem Cebotarevs Originalarbeit Die Bestimmung der
Dichtigkeit einer Menge von Primzahlen, welche zu einer gegebenen Substitutions-
klasse gehéren Math. Annalen 95 (1925), 151-228 zur Auswahl, oder etwas mo-
derner Langs [15] chapter VIII §4 theorem 10. Geschichtlichen Hintergrund bieten
Stevenhagen P. und Lenstra HW.Jr. in Cebotarev and his density theorem Math.
Intelligencer 18 (1996) no.2 26-37.

d(Sx) =

KOROLLAR 2.10. Sei k ein Zahlkérper und k|k eine (eventuell unendliche) Ga-
loiserweiterung, die ausserhalb einer endlichen Menge S C specm Ok unverzweigt
ist. Dann liegt die Menge

U 5

pEspecm O\ S
dicht in Gal(kl|k).
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BEWEIS. Schreibe G fiir die kompakte topologische Gruppe Gal(k|k), und D
fiir die Vereinigung aller F}, mit p € specm O \ S. Sei g € G und sei V eine offene
Umgebung von 1 in G. Es muss gezeigt werden, dass gV N D nicht leer ist. In
jeder proendlichen Gruppe gibt es einen Filter von Umgebungen der Eins, der aus
offenen Normalteilern besteht. Man kann also ohne Beschrankung der Allgemeinheit

. . . . -V
annehmen, dass V ein Normalteiler von G ist. Schreibe [ := k| setze

W= | hgVh™!
heG
und schreibe X fiir das Bild von W im Quotienten G/V = Gal(l|k). Die Erweite-
rung !|k ist endlich, galoissch und unverzweigt in S, und X ist eine nichtleere kon-
jugationsinvariante Teilmenge von Gal(l|k). Die Frobeniusklasse von p in Gal(l|k)
ist genau dann in X enthalten wenn die Frobeniusklasse von p in Gal(k|k) in W
enthalten ist. Nach dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz gilt also
#X
d(Sx)=d({p e O \S|F,CW})=————>0

( X) ({p specm Uk \ | p = }) #Gal(l\k)
und das heisst, dass die Menge der p € specm Ok \ S mit F, C W unendlich und
insbesondere nicht leer ist. Es gibt also ein d € D N W, und das bedeutet dass
hdh~' € gV fiir ein geeignetes h € G. Aber D ist invariant unter Konjugation, und
folglich hat man hdh™! € DN gV # @. O

Ist wiederum % ein Zahlkérper, k ein algebraischer Abschluss von k und ¢ eine
Primzahl, und ist V' ein endlichdimensionaler Q,—Vektorraum, so bezeichnet man
stetige Gruppenhomomorphismen Gal(k|k) — GL(V) als (-adische Darstellungen
von K. Ist p solch eine /—adische Darstellung, und ist p eine Primstelle von k, so
heisst p unverzweigt in p wenn p(Gr(q)) = {idy } fiir jede Primstelle q iiber p.
Das kann alternativ auch so formuliert werden: Der Kern ker p ist ein abgeschlos-
sener Normalteiler von Gal(K|K) und damit ist der Fixkorper K, von ker p eine
Galoiserweiterung von K. Die f—adische Darstellung p ist genau dann unverzweigt
in p, wenn p unverzweigt in K,|K ist.

LEMMA 2.11. Sei k ein Zahlkérper, k ein algebraischer Abschluss von k und ¢
eine Primzahl. Seien
p: Gal(k|k) — GL(V) und P Gal(klk) — GL(V)

stetige, £—adische Darstellungen von k, und sei S eine endlichen Menge von Prim-
stellen von Oy. Fir jede Primstelle p ¢ S von Oy seien die beiden folgenden Hy-
pothesen erfillt:

I: Die Darstellungen p und p' sind unverzweigt iber p.
II: Es gilt tr(p(F)) = tr(p'(F)) fir alle Elemente F € Fy, der Frobeniusklasse
von p.

Dann haben die Gal(k|k)-Darstellungen p und p' die selben Halbvereinfachungen.
BEWEIS. Die f—adische Darstellung
p@p : Gal(klk) — GL(V @ V’)

ist ausserhalb von S unverzweigt. Sei [ der Fixkorper von ker(p@p’) = ker pnker p'.
Die Galoiserweiterung [|k ist also ausserhalb der endlichen Menge S unverzweigt,
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und deshalb (Korollar 2.10) liegt die Vereinigung der Frobeniusklassen F}, der Prim-
stellen p ¢ S dicht in

Gal(llk) = Gal(k|k)/(ker p Nker p')

Nun sind aber die Abbildungen trop und trop’ stetig, und nach der Hypothese (II)
gleich auf einer dichten Teilmenge von Gal(k|k)/(ker p N ker p’). Daraus schliesst
man dass trop = trop’ auf ganz G gilt. Also miissen die Darstellungen p und p’ die
selben Halbvereinfachungen haben. O

In der Anwendung (Beweis des Satzes 3.11) werden wir einzig diese letzte Kon-
sequenz des Cebotarevschen Dichtigkeitssatzes bendtigen. Die f—adischen Darstel-
lungen p und p’ von k werden direkte Summen von étalen Kohomologiegruppen
H{ (X7, Q) und HE (Yz, Q) sein, wobei X und Y Schemata iiber dem Ganzzahl-
ring O von k mit glatten und eigentlichen generischen Fasern sind. Die Hypothese
(I) des Lemmas ist fiir étale Kohomologiegruppen eigentlicher, glatter Schema-
ta gratis, siche Bemerkung 3.10. Weil wir im Satz 3.11 annehmen werden dass
#X(Or/p) = #Y(Or/p) fiir fast alle p € spec Oy, gilt, wird auch die Hypothese
(IT) erfiillt sein. Der Riickschluss von besagter Gleichheit auf die Spuren von p und
p’ erfolgt via der Lefschetzschen Fixpunktformel.



KAPITEL 3

p—adische Hodge Theorie

1. Hodge-Tate Darstellungen
1.1. Hodge-Tate Moduln. Legen wir fiir diesen Abschnitt eine endliche Er-

weiterung K/Q, und einen algebraischen Abschluss K von K fest. Die Bewer-
tung v : K* — Z kann kanonisch in eine Bewertung v : K — Q fortge-
setzt werden. Es bezeichne C,, die Vervollstéindigung von K und ich schreibe eben-
falls v : C; —» Q fiir die stetige Fortsetzung von v auf C,. Die Galoisgruppe
G := Gal(K|K) wirkt stetig auf K und damit auch auf C,,.

Allgemeiner kann und muss auch eine getwistete Wirkung von G auf C, betrachtet
werden: Ist x : G — Cj, ein Charakter (alias stetiger Gruppenhomomorphismus)

von G in C,, so schreibe C,(x) fiir den G-Modul C,, mittels der Wirkung

g-xr=x(9)gr

Beachte dass weil G kompakt ist, das Bild von G via x notwendigerweise in den
Einheiten von C,, das ist Uc, := ker(v : C;; — Q) enthalten ist.

BEISPIEL 3.1. Definiere den zyklotomischen Charakter x : G — Z; dadurch,
dass fiir alle n € N und alle p"—ten Einheitswurzeln ¢ von C, die Relation

g¢ = Cx(g)
gilt.

Der zyklotomische Charakter x spielt eine zentrale Rolle in der p-adischen
Hodge—Theorie, weil dieser, und das ist ein nichttriviales Resultat von Tate [23],
ein sogenannter nicht annehmbarer Charakter ist. Das heisst dass

) K wenni=0
14 C,(xH¢ =
(14) p(X) {0 wenn i # 0

gilt. Dies ist eine Aussage kohomologischer Natur, handelt sie doch vom Raum der
Fixpunkte des stetigen G-Moduls C,(x*), der auch als die 0-te stetige Kohomolo-
giegruppe HY (G, C,(x")) interpretiert werden kann. Teile dieses Resultats zeige
ich im Anhang an dieses Kapitel. Fiihren wir die folgende Schreibweise ein

Bur(Cy) := @Cp(Xi)
i€z
so ist Bur(C,) ein Z-graduierter K[G]-Modul, und (14) bedeutet nichts anderes
als dass Bur(C,)¢ = K (hier ist K als trivial Z-graduierter K—Vektorraum zu

verstehen).
Sei X ein endlichdimensionaler C,—Vektorraum, versehen mit einer stetigen und

19
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semilinearen G-Wirkung, was heisst, dass fiir alle g € G, ¢ € C, und z € X die
Gleichung
g(cx) = g(c)g(z)
erfiillt ist. Insbesondere ist diese Wirkung K-linear. Vorhin haben wir die mittels
eines Charakters getwistete Wirkung von G auf C, betrachtet. Analog dazu schreibe
X (x?) fiir den G-Modul X via der getwisteten erkung g -z =x"(g)gz, und

Bur(X) == P X(x")
i€Z
Man kann das auch als By (X) := X ® Byr(C,) sehen. Da By (X) die Struktur
eines graduierten K[G]-Moduls hat, hat der Raum der Fixpunkte

Dpr(X) := Bup(X)“ = @X(X )¢
€L
natiirlich die Struktur eines graduierten K—Vektorraums. Fiir alle ¢ € Z schreibe
X (i) :== X(x")¢ @k C,, so dass also

Dyur(X) @k C, @ X (i
€L

Die K-lineare Einbettung X (x*)¢ £, X induziert eine C,-lineare Abbildung
e(4) : X(i) — X, und damit gibt es einen natiirlichen Morphismus

So kommen wir zur Definition:

DEFINITION 3.2. Der G-Modul X heisst vom Typ Hodge—Tate, wenn die C,—
lineare Abbildung (15) bijektiv ist. Die Aufspaltung von X in die direkte Summe der
X (i) wird Hodge-Tate Zerlegung genannt. Ist V eine endlichdimensionale stetige
Darstellung von G iiber Q,,, dann nennt man V' eine Hodge—Tate Darstellung wenn
der G-Modul V ®q, C, mit diagonaler G-Wirkung vom Typ Hodge-Tate ist.

BEISPIEL 3.3. Lege m € Z fest, und betrachte den Q,—Vektorraum V,,, := Q,
mit der G-Wirkung ¢ - = x(¢)™x als G-Darstellung iiber Q,. Dann ist V;, eine
Hodge-Tate Darstellung. Tatséchlich hat man einen kanonischen Isomorphismus
von G-Moduln X :=V,;, ®q, C, = C,(x™), und das Resultat (14) von Tate besagt,
dass
KorkC,=C, i=-m
0®xC,=0 1# —m

und somit ist € : Dyr(X) @k C, — X ein Isomorphismus. Beachte dass ¢
bloss ein Isomorphismus von C,—Vektorrdumen ist, die jeweiligen G—Wirkungen
auf Dy (X) @k C, = C, und X = C,(x™) sind verschieden.

X (i) = C, (") @ C, = {

1.2. Einfache Eigenschaften von Hodge—Tate Darstellungen. Es gelten
die Bezeichnungen und Hypothesen aus dem vorangehenden Abschnitt. Weiter sei
V eine endlichdimensionale stetige Darstellung von G = Gal(K|K) iiber Q,, und
schreibe X :=V ®q, C,. Fiir i € Z nennt man

RI(V) := dimg X (i) = dimg ((V @k Cyp(x*))Y) = dimg gr; (Dur(X))
i—te Hodge Zahl von V.
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Sarz 3.4. Die Cp-lineare Abbildung € : Dpyr(X) @k C, — X ist injektiv.
Indbesondere gilt

(16) > h(V) =dimg Dur(X) < dimg, X = dimg, V

i€Z
und V ist genau dann eine Hodge—Tate Darstellung wenn in der Ungleichung (16)
Gleichheit gilt.

BEWEIS. Fiir jedes ¢ € Z wihle eine K-Basis (e;;)je ;) von X (x*)¢. Falls ¢
nicht injektiv wire, miisste eine nichttriviale Linearkombination
(17) Z Z Cij€i5 = 0
i€Z jEJ (i)
mit ¢;; € C, existieren. Nur eine endliche Anzahl der ¢;; in (17) sind nicht null,

und ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass diese minimal ist,
und dass ¢;,j, = 1 fiir ein gewisses i € Z und jy € J(io). Fiir jedes g € G hat man

(18) 0=x"(9)Y_ > gleij)gles) = > X" (g)glcij)ei
i€Z jEJ(3) i€Z jEJ (i)
und wenn man (18) von (17) subtrahiert, so erhélt man
(19) Z Z (cij = x"""(9)g(cij))eij =0
i€Z jEJ ()
Nun ist aber (19) eine kiirzere Abhéngigkeitsrelation als (17), weil in (19) der
Summand ¢;yj, — X7 (9)g(cipjo) = 0 wegfillt. Aufgrund der Minimalitéit von
(17) ist die Relation (19) trivial, das heisst dass fiir alle ¢ und j, und auch fiir alle
ged o
cij = X" (9)g(ciz)
gilt, mit anderen Worten ¢;; € C(x"~%)¢. Die Gleichung (14) zeigt jetzt dass
C(x"~"% = {0} fiir i # 4o, und ¢;,; € K. Die Relation (17) ist also bloss
D Cigjins =0
J€J (o)
mit ¢;,; € K. Da aber (ei;);je(i,) eine K-Basis ist, heisst das, dass in (17) auch
Cip; = 0 ist, i.e. die Relation (17) war trivial. Wir hatten aber das Gegenteil ange-
nommen. u

SATZ 3.5. Sei V eine Hodge—Tate Darstellung, und sei
0 U Vv w 0

eine kurze exakte Sequenz von endlichdimensionalen G—Darstellungen tber Q.
Dann sind auch U und W Hodge—Tate Darstellungen, und es gilt insbesondere die
Gleichung h'(V) = h'(U) + h*(W) fiir alle i € Z.

BEWEIS. Die Sequenz von G—Moduln

0 ——— Uk CY) — VerCK') — Weg Cx') —— 0

mit diagonaler G-Wirkung ist exakt, und da der Funktor (—)¢ linksexakt ist, erhélt
man eine exakte Sequenz von K—Vektorrdumen

0 ———— Uek C(X)) — (Vex C(x')¢ —— (Wek (')
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woraus man schon einmal die Ungleichung hi(V) < hY(U) + k(W) fiir alle i € Z
folgert. Da V' eine Hodge—Tate Darstellung ist, gilt

> hH(V) =dimg, V = dimg, U + dimg, W
i€Z
Die Proposition 3.4 liefert nun die Ungleichung
STRIV) =D T RIU) + > RI(W)
i€z i€z i€z
Das ist aber nur dann méglich, wenn h* (V) = hi(U) + hH(W) fiir alle i € Z. O

Sei {0} = Vo C V1 C Vo € --- CV, =V eine Jordan-Holder Kette von V. Ich
erinnere daran, dass dies bedeutet, dass alle Quotienten V/Vj_; einfach sind, und
dass die Halbvereinfachung V*° von V' durch

Ve = P Vi/ Vi
k=1

gegeben ist. Wir haben eine kurze, exakte Sequenz von G—Darstellungen
0— Vi —V—>V/V..; —0

Der Satz 3.5 zeigt, dass wenn V' eine Hodge—Tate Darstellung ist, V,._; und V/V,._;
ebenfalls Hodge—Tate Darstellungen sind, und dass in diesem Fall die Gleichheit
h (V) = b (V,_1)+h*(V/V,._1) gilt. Vollstéindige Induktion iiber 7, und die Tatsache
dass V= =V, @ V/V,_; fithren zum

KOROLLAR 3.6. Ist V' eine Hodge—Tate Darstellung tuber K, dann ist es die
Halbvereinfachung V' von V ebenfalls, und es gilt h*(V) = h*(V®®) fiir alle i € Z.

2. Zerlegung der étalen Kohomologie

2.1. Der Hauptsatz der p—adischen Hodge—Theorie. Der Hauptsatz der
p—adischen Hodge—Theorie besagt, dass die p—adischen étalen Kohomologiegrup-
pen, als Galoisdarstellungen betrachtet, Hodge—Tate Darstellungen sind. Dieser
sehr schwierige Satz soll hier aufgestellt, aber nicht bewiesen werden. Wie vor-
hin bezeichnet K eine endliche Erweiterung von @, und K einen algebraischen
Abschluss von K.

THEOREM 3.7 (Faltings, [9]). Sei X eine eigentliche, glatte Varietdt diber K.
Die Gal(K|K)-Darstellung HE (X,Q,) ist eine Hodge—Tate Darstellung. Weiter
gibt es einen kanonischen und funktoriellen Isomorphismus

@ Hi(X7 Q?X) ®K Cp(x_j) = H§t<Xf7 QP) ®Qp CP
i+j=k
von Gal(K|K)-Darstellungen, wobei Cal(K|K) auf H' (X, ) trivial wirkt.
Seinen Ursprung findet dieser Satz in Tate’s Theorie der p—teilbaren Gruppen
[23], wo Tate im Fall abelscher Schemata X (dann ist H} (X, Q,) der Tate-Modul
von X) die Zerlegung
H(X,Qx) @ Cp(x 1) @ H*(X, Q%) @k Cp = Hey (X7, Qp) ®g, Cp

beweist und nach der Verallgemeinerung fragt. In seiner vollen Form aufgestellt und
bewiesen wurde 3.7 erstmals von Faltings in [9]. Ein alternativer Beweis findet sich
in [24].
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2.2. Wie man Hodge Zahlen aus den Halbvereinfachungen der étalen
Kohomologie gewinnt. Sei k ein Zahlkérper, k ein algebraischer Abschluss von
k, und sei X eine glatte eigentliche Varietét iiber k. Es soll gezeigt werden, dass
die Hodge Zahlen h*(X) := dimy(H*(X, Q%)) von den Halbvereinfachungen der
étalen Kohomologiegruppen H(, (X7, Q,) bestimmt werden:

SATZ 3.8. Seien X und Y eigentliche, glatte Varietiten tiber dem Zahlkorper
k. Haben HY (X7, Q) und H (Y, Qp) als Gal(k|k)-Darstellungen die selben Halb-
vereinfachungen, so haben X und Y die selben Hodge—Zahlen.

Im Beweis von 3.8 werden wir folgendes Resultat aus der Theorie der étalen
Kohomologie brauchen:

BEMERKUNG 3.9. Sei X7 eine Varietét {iber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k und sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der k enthilt. Dann
sind die étalen Kohomologiegruppen H} (X%, Q,) und Hf (X%, Q,) in natiirlicher
und funktorieller Weise isomorph. Das heisst, dass wenn das Diagramm

|, |

X L v

kommutiert, so gilt H (X%, f) = H (X%, F) via diesen Isomorphismus.

BEWEIS VON 3.8. Sei p eine Primstelle von Oy, und p := char Oy /p. Es be-
zeichne K die Vervollstindigung von k in p, und K einen algebraischen Abschluss
von K, der k enthilt. Jedes Element von Gal(K|K) wirkt auch auf k, und so iden-
tifizieren wir Gal(K|K) mit einer Teilgruppe von Gal(k|k).

Aus der Bemerkung 3.9 folgert man, dass die Gal(K|K)-Darstellungen H, (X7, Q)
und H, (X7, Q,) isomorph sind, wenn Gal(K |K) via Einschriinkung auf H, (X7, Q)
wirkt.

Insbesondere haben HY, (X7, Q,) und H}, (Y, Q,) als Gal(K|K)-Darstellungenen
die selben Halbvereinfachungen.

Nach dem Hauptsatz 3.7 hat man einen kanonischen und funktoriellen Isomorphis-
mus von Gal(K|K)-Darstellungen

P H Xk, 0) @k Cp(x ™) = HE (X5, Qp) @, Co(x))
i+l=m

In dem man beidseitig dieses Isomorphismus die Fixpunkte unter Gal(K|K) be-
trachtet (links fallen alle bis auf einen Summanden weg) erhélt man einen Isomor-
phismus von K—Vektorrdumen

i i\ o (it i\ Cal (K| K)
HY(Xg, %) =2 (H7 (X%, Q) ®g, Co(x?))

Insbesondere gilt

hi(X) = W (HL (X7, Qp))
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Das selbe gilt fiir Y, und unter Zuhilfenahme des Korollars 3.6 schliesst man

W9(X) = W (H ! (X0, Qp)) = W (He (X, Qp)™)

= W (HG (Yi,Q,)%) = W (HE (Y, Qp)) = h(Y)

was zu zeigen war. (Il

3. Synthese

Wir kommen nun zum Kernstiick dieser Arbeit: Gegeben sind Schemata X
und Y von endlichem Typ iiber dem Ganzzahlring Oy eines Zahlkorpers k mit
eigentlichen und glatten generischen Fasern. Es soll gezeigt werden dass die étalen
Kohomologiegruppen H, (Yz, Q¢) und H, (Y, Q¢) die selben Halbvereinfachungen,
und also X und Y die selben Hodge—Zahlen haben, wenn fiir fast jedes maximale
Ideal p von Oy, die Gleichheit

#X(Or/p) = #Y (Or/p)

gilt. Zuerst erinnere ich an ein paar sogenannte elementare Eigenschaften der étalen
Kohomologie.

BEMERKUNG 3.10. Sei k ein Zahlkorper und sei X ein Schema von endlichem
Typ tiber Op. Sei p ein maximales Ideal von O und F, := Oy /p der Restklassen-
korper, und sei £ eine Primzahl. Wir haben nun zwei /—adische Galoisdarstellungen:
Zum einen

Gal(k[k) — Autg, (Hg, (X7, Qo))
und zum anderen
Gal(Fy|Fy) — Autg, (Hg (Xg,, Qr))
wobei k und F, algebraische Abschliisse von k, respektive von F, sind, und wobei
Xz = X xo, k und XE = X Xo, F,. Diese Darstellungen sind beileibe nicht
unabhéngig. Es seien die folgenden Hypothesen erfiillt:

1 Ist R := (Oy), die Lokalisation von Oy in p, so ist die Faser X xp, R
eigentlich und glatt iiber R.
2 Der Restklassenkorper F, ist nicht von Charakteristik £.
Dann sind die /~adischen Kohomologiegruppen H¢ (X7, Q/) und H, (XE , Q¢) kano-
nisch und in funktorieller Weise isomorph. Das ist der Satz vom eigentlichen—glatten
Basiswechsel, nachzulesen in [17], VI, Korollar 4.2. Ist im Speziellen g € Gal(k|k)
ein Element der Zerlegungsgruppe von p, so kommutiert das Diagramm

Hét(XEa Q) — Hét(XFq7 Qr)

Hiy (X5, Q) —— Hit(X5,, Qo)

Insbesondere ist H}, (X7, Q) als Darstellung von Gal(k|k) unverzweigt in p, weil
wenn g ein Element der Tragheitsgruppe von p ist, so induziert g auf Hgt(Xﬁq,Qg)

trivialerweise die Identitét, und also auch auf H}, (X7, Q).
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SATZ 3.11. Sei k ein Zahlkorper, k ein algebraischer Abschluss von k. Seien X
und Y Schemata von endlichem Typ tber Oy. Folgende Hypothesen seien erfiillt:

I: Die generischen Fasern X xo, k und Y xo, k sind eigentlich und glatt
iber k.
II:  Fir fast jedes maximale Ideal p von Oy gilt #X (O /p) = #Y (Ok/p).
Dann haben die Kohomologiegruppen HE (Y, Q¢) und HZ (Y, Q) die selben Halb-
vereinfachungen als Gal(k|k)-Darstellungen.

BEWEIS. Sei £ eine Primzahl, und sei S eine endliche, geniigend grosse Menge
von Primstellen von O, so dass:

1 X und Y sind glatt und eigentlich iiber spec Oy \ S.

2 Fiir alle p ¢ S gilt #X(Or/p) = #Y (Or/p)

3 S enthilt alle Primstellen von Oy, die ¢ teilen.
Sei p ¢ S eine Primstelle von Oy, und schreibe F, fiir den Restklassenkdrper Oy /p.
Dieser Restklassenkdrper ist endlich, und nicht von Charakteristik £. Sind k und F,
algebraische Abschliisse k respektive [y, so gibt es einen kanonischen Isomorphismus
von Qy—Vektorrdumen

p: Hét(XEa Q) — Héit(XTq’ Qo)

und ist F : XFQ — XE der Frobeniusmorphismus hoch ¢, und Frob, ein geome-
trisches Frobeniuselement in p, so kommutiert das Diagramm

HY (X7, Q) —— Hi(Xz,, Qo)
Frob: P

Hét(XE7 Qf) L> Héit(Xﬁqv QZ)

wie bereits bemerkt (3.10). Die Lefschetzsche Fixpunktformel besagt also via dieses
Diagramms, dass

2dim X
#X(Ok/p) = Y (—1)"tr(Froby; H (X5, Qr))
=0
Das selbe gilt fiir Y, und so hat man
2dim X ) ) 2dimY ‘ .
(20) > (=1)"tx(Froby; Hy (X7, Qe)) = Y (1) tr(Froby; Hi, (Y4, Qr))
i=0 =0

Betrachte die Galoisdarstellungen

dim X ' dimY —1 _
Vo= P HIXGQ)e P HIT(VQ)
i=0 i=0
dimX-1 dimy
W= P HIT(XQ)e @ HE (Y Q)
i=0 i=0

Die Gleichung (20) einmal perfekt gemischt ist nichts anderes als
(21) tr(Froby,; V) = tr(Frob,; W)
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Die Gleichung (21) gilt fiir alle Primstellen von O, ausser diejenigen in S. Weil die
Darstellungen V und W ausserhalb S unverzweigt sind (Bemerkung 3.10) kénnen
wir 2.11 zur Anwendung zu bringen: Die Darstellungen V und W haben die selben
Halbvereinfachungen.

Die Weilsche ex—Vermutung erlaubt es nun, daraus zu schliessen dass HY, (X7, Q)
und H, (Y%, Q) die selben Halbvereinfachungen haben: Legt man némlich einen
Isomorphismus V' — W fest, und ist V' ein einfacher Summand von V%, und
W' dessen Bild in W, so miissen die Wurzeln (in C) des Minimalpolynoms von Frob,
in V/ und W’ die selben Betriige haben. Wenn also V' aus H{ (X7, Q¢) kommt, so
kommt W’ aus H, (Y7, Q). Der Isomorphismus V* — W* induziert also einen
Isomorphismus

Ht’it (YE7 Qf)ss = Hgt (YEa QZ)SS

flir alle ¢, wie versprochen. O

KOROLLAR 3.12. Unter den selben Voraussetzungen wie in 3.11 haben X und
Y die selben Hodge—Zahlen, das heisst, es gilt

dim H' (X, ) = dim H'(Y, Q% )

fir alle i,j.

BEWEIS. Das folgt unmittelbar aus 3.11 und 3.8. O

4. Anhang: Stetige Galoiskohomologie

4.1. Stetige Kohomologie. Sei G eine topologische Gruppe und A eine abel-
sche topologische Gruppe versehen mit einer stetigen G-Wirkung, und schreibe C™
fiir Gruppe der stetigen Abbildungen von G™ nach A. Definiere d" : C™ — C™+!
durch

dnf(gla R agTH‘l) =

n

glf(QQa cee 7gn+l)+2(_1)jf(glv e 9595415 - - - 7gn+1)+(_1)nf(gl7 e agn)
j=1

Die Elemente von Z72 (G, A) := imd"~! heissen dann stetige n—Kozykeln und die
Elemente von B,

n (G, A) = ker d" stetige n—Kordnder. Schlussendlich setzte wie

iiblich
HY (G, A) = z% (G, A) _ stet'ige anozykeln
B (G, A)  stetige n—Korénder
Man kann HY (G, A) mit dem Raum der Fixpunkte A identifizieren, und ent-

sprechend der Formel oben sind Elemente von H

cont (G5 A) Klassen von Funktionen
0:G— Adie

a(gh) = f(g) +go(h)

erfiilllen, modulo Funktionen der Form g —— ga — a fiir ein a € A. Besteht kei-
ne Verwechslungsgefahr, so schreibe ich H"(G, —) fiir HY (G, —). Natiirlich ist
H? (G, —) ein Funktor, der iibrigens auch als abgeleiteter Funktor des Fixpunkt-

funktors (—)¢ in einer entsprechenden Kategorie angesehen werden kann.
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4.2. Der Satz von Tate-Ax. Legen wir einen diskret bewerteten, vollstan-
digen Korper (K, v) von Charakteristik 0 und perfektem Restklassenkorper x, und
einen algebraischen Abschluss K von K fest. Es bezeichne C die Vervollstindigung
von K. Die Galoisgruppe G := Gal(K|K) wirkt dann stetig auf C. Die Berechnung
der Kohomologie H, (G, C) entpuppt sich als schwierie Aufgabe.

THEOREM 3.13 (Tate [23], Ax [1]). C¢ = K.

Dieser Satz wurde erstmals 1966 von John Tate in [23] aufgestellt und bewiesen.
Vorab einige Bemerkungen zum Beweis. Der widerspenstige Teil besteht natiirlich
darin die Inklusion C¢ C K nachzuweisen. Die Idee ist folgende: Betrachte z € CC.
Da K vollstdndig, und damit abgeschlossen in C' ist, geniigt es zu zeigen dass
Elemente von K beliebig nahe von z gefunden werden kénnen. Wéahle also ein
y € K nahe bei z. Die (ultrametrische) Dreiecksungleichung zeigt dann, dass fiir
alleg e G

vy —gy) =v(y—2+9z—gy) >v(z—y)

Das heisst, setzt man
A(y) == min{v(y — gy) | g € Gal(K|K)}

so ist A(y) gross, beziehungsweise alle zu y konjugierten Elemente liegen nahe bei
y. Mit anderen Worten lasst die Galoisgruppe y beinahe invariant. Einer Idee von
James Ax ([1]) folgend werden wir zeigen dass in der Néhe eines solchen Fastfix-
punktes y auch ein echter Fixpunkt, das heisst ein Element von K existiert.

LEMMA 3.14. Sei f € K[X] ein Polynom vom Grad n, und 0 < q < n. Sei y
eine Wurzel von f. Dann gibt es Wurzeln x von 9 und v von f die der Unglei-
chung

v(y—x) > vy —y) -
gentigen.

BEWEIS. Man kann, in dem man f(X) durch f(X —y) ersetzt ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass y = 0 ist, und dass f unitér ist. Sei y’ eine
Wurzel von f so dass v(y) minimal ist, und schreibe

n

100 =TIX =90 = S ax?
1=0

=1

Der Koeffizient a; ist eine Summe von Produkten der Wurzeln von f, wobei jedes
dieser Produkte genau n — i Faktoren enthélt. Daher die einfache Abschitzung
v(a;) > (n —i)v(y’). Die g-te Ableitung von f ist

n—q

@(xy— ™
/ (X)_(R*Q)!H

i=1

n—q
(X =) =) bX*
=0

Man hat by = gla, und daher v(by) > v(g!) + (n — ¢)v(yn). Andererseits

o(bo) = v (mﬁ'q), H(—xn) o) — o — ) + 3 v(as)

i=1 =1
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jvm) > o-ao) o (7))

ergibt. Daraus schliesst schliesst man, dass

was die Abschitzung

n

2

n—q
fiir mindestens eine Wurzel z von f(@, und das war zu zeigen. (]

LEMMA 3.15. Seiy € K, und n := [K(y) : K]. Dann gibt es ein v € K mit
A(n) 4 .
v(E—y) = Aly) = Y ' =) ()
i=1
wobei A(n) := max{e € N|p® < n}.

BEWwWEIS. Wir fiihren den Beweis mittels Induktion iiber n. Die Aussage ist
trivial falls n = 1, weil dann y € K und demzufolge v(y — y) = v(0) = co. Nehmen
wir also an dass n > 1. Es geht nun darum ¢ geniigend schlau zu wéahlen. Dazu
betrachte zwei Falle: Erstens den Fall wo n = p®. Hier wihle ¢ := p*~!. Da p aber
nicht p? den Binomialkoeffizienten (Z) teilt, gilt in diesem Fall v((Z)) = v(p). Ist
n nicht eine Potenz von p, so setze ¢ = p* wobei n = p°d und (p,d) = 1. Dann ist
der Binomialkoeffizient (Z) kein Vielfaches von p und deshalb gilt in diesem Fall
v((Z)) =0.

Sei f das Minimalpolynom von y iiber K. Das Lemma 3.14 garantiert die Existenz
einer Wurzel = von f(9) mit

vy —z) 2 Aly) — ——

Fiir alle g € Gal(K|K) rechnet man nach
v(z —gz) =v(z —y+y—gy+ gy — gz) = min{v(z —y), Aly)}
was bedeutet, dass
Az) > Ay) — —2=
(@) 2 Aly) = — .
Da [K(z) : K] < (n—q) < [K(y) : K], kann auf z die Rekurrenzhypothese
angewandt werden; es gibt ein w € K mit

A(n—a)
vw—z) > A@) - Y 0 —p") )

i=1
v((n)) A(n—q)

2 Aly) - (' =" ()
A(n) ' ‘ -
> Aly) - > 0 —p) u(p)

i=1
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Fiir die letzte Ungleichung betrachte die Fille n = p® und n = p®d separat. So
findet man

A(n)
v(y —w) > min{v(y — z),v(z —w)} = A(y) = Y_ @' —p'") " o(p)
i=1
was zu zeigen war. (Il

KOROLLAR 3.16. Seiy € K. Dann existiert ein v € K mit

p
v(r—y) > Aly) — ——v(p
(@ =1) 2 A) ~ L0 )
BEWEIS. Das folgt aus der Gleichung
i(pi —p = 1 ipfi __ D
i=1 p— 1 i=1 (p - 1)2
und dem Lemma 3.15. |

BEMERKUNG 3.17. Man kann sich dazu ein paar interessante Fragen stellen.
Zunichst diese: Ist in 3.16 der Term —p(p — 1)~2v(p) wirklich notwendig? Die
Antwort lautet hier "ja", ein explizites Beispiel wo dieser Term nicht weggelassen
werden kann findet sich in [1], §4. Allerdings gibt es Fiille, in denen —p(p — 1)72
durch eine bessere Schranke ersetzt werden kann. Schreibe I'(K) fiir die Menge aller
r € R, so dass fiir jedes y € K ein z € K mit

v(z —y) > Ay) —rv(p)

existiert, und setze dann v(K) := inf I'(K). Diese Definition macht allgemein Sinn
fiir diskret bewertete Korper. Es ist klar dass in jedem Fall 0 < v(K). In dieser
Schreibweise zeigt der Korollar 3.16 nichts anderes als dass v(K) < p(p — 1)72. Es
wire natiirlich interessant etwa die Werte (Q,) zu bestimmen.

BEWEIS VON 3.13. Da offensichtlich K in C“ enthalten ist, reicht es zu zeigen
dass C% C K. Sei z € C%. Da C hausdorffsch und K vollstéindig ist, ist & topolo-
gisch abgeschlossen in C', und es reicht zu zeigen dass fiir jedes N € Z ein x € K
mit v(z — x) > N existiert. Per Definition liegt K dicht in C, und deshalb existiert
ein y € K so dass

v(z—y) > N+pp—1)"2v(p)
Fiir alle g € G gilt
v(y —gy) = vy —z+ gz —gy) = v(y —2) = N +p(p — 1) v(p)

was heisst, dass A(y) > N+p(p—1)~2v(p). Der Korollar 3.16 garantiert die Existenz
eines Elements « € K mit v(z — y) > N. Schlussendlich folgert man, dass

v(z —z) > min{v(z —y),v(z —y)} =N

und somit wie angekiindigt, dass C¢ = K. (I
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4.3. Annehmbare Charaktere. Ist y : G — C* ein Charakter, so schreibe
C(x) fir den G-Modul C' mit getwisteter Wirkung;:

gxr=x(g)gz
Mich interessiert die stetige Kohomologie H*(G, C(x)). Fiihren wir folgende Ter-
minologie ein:

DEFINITION 3.18 (Serre). Sei x : G — C* ein Charakter. Wir sagen, dass x
annehmbar ist, wenn dimg C(x)¢ = 1.

Der Satz 3.13 sagt aus, dass der triviale Charakter annehmbar ist. Ein einfacher
Korollar davon ist:

KOROLLAR 3.19. Entweder x ist annehmbar, oder aber C(x)¢ = {0}. Das
heisst es gilt in jedem Fall dimy C(x)¢ < 1

BEWEIS. Sei z € C(x)€. Ist C(x) = {0} so ist nichts zu zeigen. Andernfalls
existiert y € C(x)¢ mit y # 0. Es reicht zu zeigen dass zy~' € K, oder eben dass
zy~! € C%. Tatséchlich hat man

olay) = T2 =
fir alle o € G. O

Ich schreibe A(K) fiir die Menge der annehmbaren Charaktere. Ist x € A(K)
ein annehmbarer Charakter, so gilt im x C K*, das heisst, ein annehmbarer Cha-
rakter ist automatisch ein Element von Hom(G, K*). Um das zu sehen, wéhle ein
z € C* mit x(g)gz = z fiir alle g € G. Dann ist x : G — C* gegeben durch

z
tgr— ——
ATE)
Nun ist aber y ein Charakter, und deshalb gilt fiir alle g und A in G

Cxa(ge(h)  A2g(h(2)  wm
(22) 1= x=(gh) o g(2)h(2)z n g (h(zz))

das heisst, dass x(h) = h(z)"'z € K* fiir alle h € G. Tatsichlich bilden die an-
nehmbaren Charaktere eine Teilgruppe von Hom (G, K*). Wir haben bereits gezeigt
dass der triviale Charakter annehmbar ist. Sind y; und 2 annehmbare Charaktere,
und sind z; und zo Elemente von C* so dass x1(g)gz1 = z1 und x2(g)gza = 2o fiir
alle g € G, dann hat man

xX1x2(9)g(2122) = x1(9)9(21)x2(9)g(22) = 2122

was zeigt, dass x1x2 annehmbar ist.

Ein Charakter xy : G — C* ist annehmbar, wenn und nur wenn ein z € C*
existiert so dass x(g)gz = z fiir alle ¢ € G. Solch ein z ist bis auf ein Vielfaches
in K* eindeutig, das folgt aus der Definition und dem Korollar 3.19. Man hat also
eine Funktion

a: A(K) — C* /K™

Wir haben eben nicht nur gezeigt, dass A(K) eine Teilgruppe von Hom (G, K*) ist,
sondern auch, dass a : A(K) — C*/K* ein Gruppenhomomorphismus ist. Weiter
zeigt man leicht, dass « injektiv ist: Ist ndmlich a(x) = [1], so gilt x(g)g(1) =1
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fiir alle g € G, und somit ist x trivial. Ein z € C* ist im Bild von o wenn und nur

wenn die Funktion
z

Xz g —F—=

9(2)
ein Charakter ist, und das widerum ist genau dann der Fall, wenn g(z)z~! € K* fiir
alle g € G (vgl. (22)). Betrachtet man auf dem Quotienten C*/K* die natiirliche G—
Wirkung, so bedeutet das, dass ima = (C*/K*)%. Wir haben damit nachgewiesen:

SaTzZ 3.20. Die Menge der annehmbaren Charaktere A(K) ist eine Teilgruppe
von Hom(G, K*), und man hat einen natiirlichen Isomorphismus A(K) = (C*/K*)¢.

Das folgende Resultat liefert ausser dem trivialen Charakter weitere Beispiele
fiir annehmbare Charaktere:

SATZ 3.21. Sei x : G — C* ein Charakter. Dann sind dquivalent:

I: Das Bild von x in K* ist endlich. o
II: Der Charakter x ist annehmbar und C(x)€ ist in K enthalten.

BewEIs. Ist C(x)¢ € K und nicht trivial, so existiert ein z € K, so dass
x(g9) = zg(2)~! fiir alle g € G. Da aber die Bahn von z unter der Wirkung von G
nur endlich ist, kann x(g) nur endlich viele Werte annehmen. Ist andererseits im y
endlich, und insbesondere diskret in K*, so kann man x auch als stetigen Kozyklus
x:G— K ansehen, und zwar fiir die diskrete Topologie auf K. Hilberts Satz
90 garantiert die Existenz eines z € K so dass x(g)g(z) = z fiir alle g € G. O

4.4. Kohomologische Interpretation. Die kurze exakte Sequenz von G-
Moduln 1 — K* — C* — C*/K* — 1 induziert eine lange exakte Sequenz

1 — (K*)% — (C") — (C*/K")® — HY(G,K*) — H'(G,C") — -+

Die Gleichheit (K*)¢ = (C*)“ kennen wir schon seit lingerem, und so findet man
eine lange exakte Sequenz

1 — A(K) — Hom(G,K*) — HY(G,C*) — ---

wobei der Morphismus A(K) — Hom(G, K*) die Inklusion ist. Untersuchen wir
nun die Kohomologiegruppe H! (G, C*).
Schreibe Ue fiir die Einheiten von C, das ist Ug = ker(v : C* — Q), und betrachte
die kurze, exakte Sequenz von G-Moduln

- v

1 Uog —— C*

Q 0

wobei G trivial auf die diskrete (!) Gruppe Q wirkt. Diese kurze Sequenz induziert
eine lange, exakte Sequenz

1 — (Ue)?— (€)% — Q — HY(G,Ug)— HY(G,C*) — H'(G,Q) —>--

Man hat H'(G,Q) = Hom(G,Q) = 0 weil Q diskret und torsionsfrei und G' kom-
pakt ist. Weiter gilt (C*)¢ = K* und (Uc)¢ = Uk aufgrund des bereits bewiesenen
Teils von 14. Die obige Sequenz wird also zu

1 —Ugx — K*— Q — HYG,Ug) — HYG,C*) — 0
Da im(v : K* — Q) = Z ergibt das eine kurze, exakte Sequenz

(23) 0 — Q/Z — H*(G,Uc) — HY(G,C*) — 0
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Es bezeichne U}, := {u € Uc | v(1 — u) > 0}. Identifiziere den Restklassenkdrper &
von C' mit den multiplikativen Reprasentanten in C' (siehe dazu Serre, [18], chapitre
11, §4 proposition 8), so dass Uc = U} x &*. Man kann damit den Logarithmus
log : Uc — C wie folgt definieren: Man setzt log(x) = 0 wenn x € £* und

logla) = (-1 10

k
k=1

wenn z € U}. Der Logarithmus log : Uc — C' ist ein surjektiver, stetiger G-
dquivarianter Gruppenhomomorphismus, und der Kern ist
kerlog = pipe (K) x K*
wobei i, (K) fiir die p"—ten Einheitswurzeln von K (respektive C') steht. Ich
schreibe kurz N := kerlog. Man weiss, dass der Logarithmus ein lokaler Isomor-
phismus ist, und deshalb ist IV eine diskrete Teilgruppe von C*. Die kurze, exakte
Sequenz von G-Moduln
Cc log

1 N Uc C 0

induziert eine lange, exakte Sequenz
1— NY— (Up)¥ — Y — HY(G,N)— HY(G,Us)— HYG,C)—---
die wiederum aufgrund des Satzes 3.13 und der Gleichheit N¢ = i (K) x £* zu

1 — ppee (K) x k¥ — Uk 1O—g>K—>Hl(G,N)—> HY(G,Us)— HYG,C)

wird. Zusammen mit der Sequenz (23) findet man

H'(G,N)
0 Q/Z - HYG,Uc) —— HYG,C*) ——— 1
Boe A
HY(G,C)

Zeigen wir dass sowohl S o¢ = 0 als auch 7 o a = 0 gilt. Die Gruppe Q/Z ist
eine Torsionsgruppe, und H'(G, C) ist ein K—Vektorraum, und damit torsionsfrei,
was 3ot = 0 erzwingt. Sei [x] ein Element von H'(G, N), reprisentiert durch
den Kozyklus x : G — N. Dann ist 7 o o([x]) ebenfalls durch den Kozyklus
X : G — N C C reprasentiert. Die Gruppe N ist aber diskret und G ist kompakt.
Darum muss das Bild von x endlich sein, und wir wissen bereits (Satz 3.21), dass
in diesem Fall roa([x]) = 0 in H(G, C). Damit haben wir nachgewiesen dass auch
moa = 0. Daraus, und aus einer kurzen Diagrammjagd ergibt sich die Existenz
eines injektiven Morphismus

L:HYG,C*) — HY(G,C)

so dass Lom = (. Ein Charakter y : G — C* hat sowieso schon Werte in Us und
deshalb gilt einfach L([x]) = B([x]) = [logox]. Aus der Injektivitat von L ergibt
sich
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SATZ 3.22. Der Charakter x : G — C* ist annehmbar wenn und nur wenn
einy € C existiert so dass logx(g) =y — g(y) fir alle g € G.

KOROLLAR 3.23. Sein € Z, n # 0. Der Charakter x ist annehmbar wenn und
nur wenn x" es ist.

BEWwWEILS. Wir wissen bereits dass wenn x annehmbar ist, auch xy™ annehnmbar
ist. Ist umgekehrt x" annehmbar, dann existiert nach der Proposition 3.22 einy € C
so dass log x"(g) = y — g(y) fiir alle g € G. Da log x"(g) = nlog x(g), gilt
logx(g) = £ — g (g)
n n
und damit zeigt 3.22 dass y annehmbar ist. O
4.5. Was noch fehlt. Um die Gleichung (14) im ersten Abschnitt des Ka-
pitels vollstdndig zu beweisen fehlt jetzt eigentlich nur noch die Information dass
fiir den zyklotomische Charakter x der Raum C(x) keine nichttrivialen Fixpunkte
unter der Wirkung von G hat. Tatséchlich weiss man folgendes:

DEFINITION 3.24. Sei x : G — @, ein Charakter. Man sagt x sei unendlich
verzwetgt wenn es eine unendlich verzweigte Erweiterung K., von K gibt, so dass
die Einschrankung von x auf Gal(K|K) injektiv ist.

BEISPIEL 3.25. Der zyklotomische Charakter ist unendlich verzweigt: Tatséch-
lich kann man fiir K., den Kérper Q, zusammen mit allen p"-ten Einheitswur-
zeln nehmen. Dann hat man ndmlich Gal(Kw|Qp) = Z;, und die Einschrinkung
X : Gal(K|Qp) — Z;, ist ein Isomorphismus.

THEOREM 3.26. Ist x : G — Q}, unendlich verzweigt, so ist x nicht annehm-
bar. Insbesondere ist der zyklotomische Charakter nicht annehmbar.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweise ich auf [23].






KAPITEL 4

p—adische Integration

Programmansage. Ist K eine endliche Erweiterung von Q, und X ein glat-
tes Schema endlichen Typs iiber K, so kann man auf der Menge der K-rationalen
Punkte X (K) die Struktur einer p—adisch analytischen Mannigfaltigkeit einfithren,
und Differentialformen auf X (K) definieren, die man dann auch integrieren kann.
Allerdings sollte man sich im Klaren dariiber sein, dass man unter einer p—adisch
analytischen Mannigfaltigkeit so manches verstehen kann. Unsere Definition (4.8)
ist in voller Absicht die naivstmogliche, die aus X (K) einen total unzusammen-
héingenden topologischen Raum macht, so dass es iiberhaupt keine Obstruktion
zwischen dem Lokalen und dem Globalen gibt (vgl. auch Bemerkung 4.10). Ins-
besondere werden lokaltriviale Biindel auf X (K) immer trivial sein, und immer
globale Schnitte haben, und genau das brauchen wir um zu iiberleben.

1. Schemata iiber einem topologischen Korper

1.1. Topologische Struktur. Sei K ein Koérper versehen mit einer Topo-
logie die mindestens Ty ist, das heisst Punkte in K sind abgeschlossen. Fiir den
Moment nehmen wir nicht an, dass diese Topologie auf K mit den Operatio-
nen auf K kompatibel ist. Sei X ein Schema iiber K. Ich schreibe wie {iblich
X(K) = Homygpec i (spec K, X) fiir die Menge der K-rationalen Punkte auf X.
Es soll zunéchst gezeigt werden, dass die Topologie auf K in natiirlicher Weise eine
Topologie auf X (K) induziert. Das geht so: Betrachte zuerst ein affines Schema
X = spec A iiber K. Die Elemente von A = Ox (X) kénnen als K—wertige Funktio-
nen auf der Menge der K-rationalen Punkte auf X angesehen werden: Fiir f € A
und x € X(K) = Homg_a1g(A, K) setzte einfach f(z) = z(f). Somit haben wir
eine Familie von Abbildungen

(f: X(K) ‘__’K)feA
von der Menge X (K) in den topologischen Raum K, und kénnen auf X (K) die
initiale Topologie betrachten, das ist, die grobste Topologie auf X (K), so dass alle
f € A stetig sind. Eine Basis fiir diese Topologie ist

{f71(U)| f € AU CK offen}

Ist nun X ein dummerweise nicht affines Schema {iber K, so ist klar was zu tun
ist: Fiihre fiir jedes offene affine Teilschema Y C X die oben definierte Topologie
auf Y(K) ein, und nimm dann auf X (K) die finale Topologie induziert durch alle
Inklusionen Y (K) — X (K). Alternativ kann man anstatt alle affinen Y C X auch
nur eine X iiberdeckende Familie von affinen Subschemata betrachten, man erhélt

35
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stets dieselbe Topologie auf X (K).!

Die so definierte Topologie auf X (K) soll von K induzierte Topologie oder einfach
die feine Topologie heissen. Es sei hier noch bemerkt, dass fiir einen topologischen
Korper L jeder stetige Morphismus von K—Algebren K — L in natiirlicher und
funktorieller Weise eine stetige Einbettung X (K) — X (L) induziert. Da alle hier
betrachteten Topologien das To—Axiom erfiillen, sind die induzierten Topologien
stets feiner als die iibliche Zariskitopologie.

Die altbekannte Zariskitopologie ist ein Spezialfall dieser Konstruktion, wie das
nachfolgende Beispiel zeigt:

BEISPIEL 4.1. Sei K ein Korper versehen mit der koendlichen Topologie 7, und
sei X eine Varietét iiber K. Die K-rationalen Punkte X (K') von X konnen als Teil-
menge der abgeschlossenen Punkte von X angesehen werden. Die von 7 induzierte
Topologie auf X (K) ist dann nichts anderes als die iibliche Zariskitopologie auf
X (K). Beachte dass (K, 7) kein topologischer Koérper ist (ausser wenn K endlich
und somit diskret ist), i.e. Addition und Multiplikation sind fiir diese Topologie im
Allgemeinen nicht stetig.

BEISPIEL 4.2. Betrachte den Kérper K = R oder C mit der iiblichen Topologie,
und eine glatte Varietdt X {iber K. Dann ist die feine Topologie auf X (K) die
Topologie die X als reelle, beziechungsweise komplexe Mannigfaltigkeit tragt. Das
ist intuitiv klar, und soll spater bewiesen werden.

BEISPIEL 4.3. Ist K ein Korper versehen mit irgend einer Topologie, und ist
X = spec K[X], so kann man X (K) kanonisch mit K identifizieren, und unter
dieser Identifikation stimmt die feine Topologie auf X (K) mit der Topologie auf K
iiberein.

Das letzte Beispiel funktioniert natiirlich nicht mit X = spec K[X1,..., X,]
und der Produkttopologie auf K™, man sieht ja leicht, dass etwa die iibliche Za-
riskitopologie auf K™ nicht das Produkt der Zariskitopologien auf K ist. Ist aber
K ein topologischer Kérper, das heisst sind Addition und Multiplikation als Funk-
tionen von K2 nach K und die Inversion K* — K* stetig, so funktioniert das
Beispiel, und das sogar noch allgemeiner, wie der néchste Satz zeigt.

SATZ 4.4. Sei K ein topologischer Kdrper und X eine affines Schema von
endlichem Typ tiber K, das heisst X = spec A mit A = K[Xy,...,X,]|/I fir ein
Ideal I C K[X1,...,X,]. Setzte V(I) :={x € K" | f(x) =0V f € I}. Dann ist die
Abbildung

g: V() — X(K)
z — fr— f(2)
ein Homeomorphismus fiir die feine Topologie auf X (K) = Homg _a1g(A, K) und
fir die von der Produkttopologie auf K™ induzierte Topologie auf V (I).

BEWEIS. Die Abbildung f ist injektiv: Seien z,y € V(I), und S(z) = 5(y).
Das heisst, dass (x)(f) = B(y)(f) fur jedes f € A, oder anders geschrieben dass
f(z) = f(y) fiir jedes f € A. Da A Punkte in V(I) separiert heisst das, dass z = y.
Die Abbildung ( ist surjektiv: Sei ¢ : A — K ein Morphismus von K—Algebren.
Definiere z € V(I) als x = (p(X1),...,9(X,)). Man hat dann ¢(f) = f(z) fiir alle

IMan hitte auch gleich sagen konnen, dass der Funktor Y —— Y (K) eine Garbe auf X mit
Werten in der dualen Kategorie der Kategorie der Mengen ist.
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f € A, und damit ¢ = 3(x).

Es bleibt die Stetigkeit von 3 und 37! zu zeigen. Die von der Produkttopologie
kommende Topologie auf V(I) ist die initiale Topologie induziert von allen Koor-
dinatenfunktionen, und die Bijektion g transportiert die feine Topologie auf X (K)
offensichtlich die initiale Topologie von (f : V(I) — K)feca. Diese transportierte
Topologie ist a priori feiner als die von der Produkttopologie herkommende, weil
alle Koordinatenfunktionen auch Elemente von A sind. Da wir aber angenommen
haben, dass Multiplikation und Addition auf K stetig sind, sind alle polynomialen
Funktionen f : V(I) — K, das heisst Produkte und Summen von Koordinaten-
funktionen, bereits fiir die Produkttopologie stetig. Die beiden Topologien sind also
gleich, was zum erhofften Schluss fiihrt. O

1.2. Garben. Wie wir eben gezeigt haben induzieren fiir jede Zariski—offene
Teilmenge U C X die reguldren Funktionen f € Ox(U) stetige, Funktionen auf
U(K) C X(K) mit Werten in K. Aus allen diesen so erhaltenen Funktionen auf
offenen Teilmengen von X (K') kénnen wir eine Garbe R auf X (K) zusammenflicken,
die Garbe der lokalreguldren Funktionen heissen soll. Ich prazisiere das:

DEFINITION 4.5. Sei X ein Schema {iber K und V eine offene Teilmenge von
X (K) fiir die feine Topologie. Eine Funktion ¢ : V' — K heisst lokalreguldr, wenn
fiir jeden Punkt = € V eine feine Umgebung V' C V von x, eine Zariskiumgebung
U von z in X und eine regulére Funktion f € Ox (U) existiert, so dass ¢(y) = f(y)
fir alle y €e V' NU(K).

Jede regulire Funktion f € Ox (U) induziert natiirlich eine lokalregulére Funk-
tion auf U(K), aber es ist im Allgemeinen falsch dass jede lokalregulidre Funktion
auf U(K) auf diese Weise von einer reguldren Funktion f € Ox(U) herriihrt. Das
kommt daher, dass U(K) in der feinen Topologie nicht notwendigerweise zusam-
menh#ngend ist.

Es soll gezeigt werden, dass jeder lokal freie, endlichrangige O x—Modul auf X einen
lokal freien R-Modul auf X (K) vom selben Rang induziert.

Sei also M ein lokal freier Ox—Modul vom Rang n. Verabreden wir uns auf die
Schreibweise Mg fiir den auf X (K) zu definierenden R-Modul. Sei (U;);er eine
(Zariski-)offene Abdeckung von X die M trivialisiert, und sei fiir alle ¢ € T

Jris--os fni € M(Uy)

eine Ox (U;)-Basis von M (U;). Fiir alle 4,5 € I mit U; NU; # @ gibt es ein
Tij € GLn((Q)(((]z N UJ)) so dass Tijfj U;NU; = fz U;NU; - Die Tij’S erfiillen auf der
Schnittmenge U; N U; N Uy, die Relation

(24) TijTik = Tik

wann immer diese nichtleer ist. Fiir jedes i € I setze

(25) Mr(Ui(K)) = R(Ui(K)) fri © -+ ® R(U(K)) fn.i

Die 7;; kénnen auch als Elemente von GL,, (R(U;(K) NU;(K))) angesehen werden,
die immer noch die Relation (24) erfiillen, und da (U;(K));cr eine offene Abdeckung
von X (K) fiir die feine Topologie ist, erlauben es die 7;; die in (25) definierten Teile
zusammenzukleben. Dies definiert My .

Damit haben wir ebenfalls fiir alle offenen Teilmengen U von X eine Abbildung

MU) — Mg(U(K)) definiert, das heisst jeder Schnitt von M kann als Schnitt
von My gesehen werden. Wie wir das bereits fiir rationale Funktionen, das heisst
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Schnitte von Ox bemerkt haben, gilt das im Allgemeinen nicht umgekehrt.

Es ist klar, dass die Zuordnung M —— Mp funktoriell ist, und dass natiirliche
Isomorphismen (M & M')g = Mgr & My sowie (M ®o, M')r = Mr ®r My
existieren. Insbesondere hat man (Ox)r = R.

BEMERKUNG 4.6. Auf dem topologischen Raum X (K) kann auch die Garbe
CY%(—) der stetigen Funktionen betrachtet werden, die jeder offenen Teilmenge U
von X (K) die Algebra C%(U) der stetigen Funktionen U — K zuordnet. Man
kann sich dazu folgende Frage stellen: Schreibe X := spec C%(X). Dann gibt es
eine natiirliche, stetige Abbildung X (K) — X (K) definiert durch

v+ {f € Ck(X)| f(z) = 0}
Da X (K) separiert ist, ist diese Abbildung injektiv, und falls X (K) kompakt ist, ist
sie sogar ein Homeomorphismus. Was jedoch passiert wenn X (K) nicht kompakt
ist?

1.3. Analytische Struktur. Im Fall wo X eine glatte Varietdt tiber K, und
K entweder R, C, Q, oder eine endliche Erweiterung von Q,, ist?, kann auf X (K)
eine reichhaltigere Struktur definiert werden, ndmlich die Garbe der analytischen
Funktionen. Dies soll im Folgenden erlautert werden.
Legen wir also einen der oben genannten Korper K, eine glatte Varietdat X iiber K
und einen Punkt x € X (K) fest. Als lokale Parameter von X in x bezeichnen wir
Reprisentanten in O, einer K-Basis von m,/m2. Sind T7,..., T, solche, so kann
man diese auch als K—wertige Funktionen die in einer Umgebung von =z € X (K)
definiert sind ansehen.

DEFINITION 4.7. Eine Funktion f : X(K) — K heisst analytisch in x wenn

lokale Parameter T1,...,T, von X in x, eine Potenzreihe ¢ € K|[[z1,...,2,]] und
eine Umgebung U von z in X (K) in der feinen Topologie existiert, so dass fiir alle
y € U die Reihe p(T1(y), ..., Tn(y)) absolut gegen f(y) konvergiert.
Ist U irgend eine offene Teilmenge von X (K') in der feinen Topologie, so heisst eine
Funktion f : U — K analytisch auf U wenn f in jedem Punkt von U analytisch
ist. Ich schreibe A(U) fiir die K—Algebra der analytischen Funktionen auf U. Die
Zuordnung U —— A(U) definiert eine Garbe auf X (K), die Garbe der analytischen
Funktionen.

Priifen wir nach, dass der Begriff der Analytizitdt nicht von den speziellen loka-
len Parametern abhéngt, und dass lokalrationale Funktionen analytisch sind. Dazu
sei x € X(K) ein K-rationaler Punkt von X und T4, ...,T, lokale Parameter in .
Man hat eine kanonische Einbettung des lokalen Rings O, in seine Vervollstindi-
gung

0, — (7); = lim (19n 10y /ml — Ow/mg_l)
neN

und die Wahl der lokalen Parameter T, ..., T, kommt der Wahl eines Isomorphis-
mus O, = K|[z1,...,2,]] gleich. Man hat also eine Einbettung
7:0, — Klz,...,24]]

T, — z

Unsere prézisere Forderung lautet: Ist f : X (K) — K eine lokalrationale Funktion,
die in einer feinen Umgebung von « gleich dem Quotienten P/Q ist, mit P,Q € Ox

2Was man wirklich braucht ist dass fiir den Korper K der Satz der impliziten Funktion gilt.
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und Q(z) # 0, so konvergiert fiir alle y in einer feinen Umgebung von z die Reihe

T(P/Q)(T1(y), ..., Tu(y)) gegen f(y).

Um dies zu zeigen nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an,

X =spec(K[ty, ..., tn]/{f1,-- -, fm))
sei affin, und X (K) C A¥. Die Matrize

Ofi
<6tj (l‘)) 1<i<m

1<5SN

ist dann vom Rang N —n. In dem man die f;’s und die ¢;’s entsprechend anordnet
kann man annehmen dass

ofi
(26) det J (x) #0
(9tj 1<i<N-n
1Z52N-n
Die Einschrankungen auf X der Koordinatenfunktionen ¢4, ...,t, bilden dann ein

System lokaler Parameter von X in z. Betrachte die algebraische Menge die durch
die Gleichungen

(27) fi=fo=-=fn-n=0

definiert ist, und schreibe X’ fiir die Vereinigung aller irreduziblen Komponenten
derselben, die = enthalten. Offensichtlich hat man X C X’. Tatsédchlich gilt aber
sogar Gleichheit, und zwar weil = ein nichtsingularer Punkt von X’, und der Tan-
gentialraum von X in x n—dimensional ist. Deshalb (Shafarevich [20], chapter II
theorem 6) ist X’ irreduzibel, woraus die gewiinschte Gleichheit folgt.

Zusammenfassend kann also X (K) lokal durch N — n Gleichungen der Form (27)
definiert werden, die (26) erfiillen. Dies sind aber genau die Hypothesen des Satztes
der impliziten Funktion (siche [4] A.3.4 fiir den p—adischen Fall). Es existieren also

Potenzreihen ¢1,...,on_pn € K[[#1,...,2,]] die in einer Umgebung von 0 € K™
absolut konvergieren und die die Relation
(28) filz1y ooy 2ny 01,y ON—n) =0 firallel1<i< N —n

erfiillen. Ausserdem sind diese Potenzreihen eindeutig durch (28) bestimmt. Sei

t:0p — Kllz1,--,20]|

i — %

die durch die Wahl der lokalen Parameter tq,...t, bestimmte Einbettung von O,
in K[[z1,...,2n]]. Formell gilt fiir alle 1 <i < N —n

fi(Zla cee 7vab(tn+1)v o 'aL(tN)) =0

woraus man aufgrund der Eindeutigkeit der ¢y’s schliesst dass ¢; = t(ty4,). Ins-
besondere konvergieren die Reihen ¢(¢;) in einer Umgebung von z, womit wir ins-
besondere gezeigt haben, dass die t,11,...,ty als Funktionen auf X (K) gesehen
analytisch in z sind.

Wie gesagt schreibt sich die lokalrationale Funktion f in einer feinen Umgebung
von z als Quotient P/Q, wobei man P und @ auch als Polynome in Klt,...,ty]
sehen kann. Man hat dann

uP/Q) =
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Eine einfache Abschétzung zeigt, dass weil die Reihen ¢(¢;) in einer Umgebung von
x konvergieren auch die Reihe ¢(P/Q) in einer Umgebung von x konvergiert. Damit
ist gezeigt dass lokalrationale Funktionen analytisch sind.

Ein dhnliches Argument zeigt, dass der Begriff der Analytizitit nicht von den spe-
ziellen lokalen Parametern abhéngt: Die Determinante

oT;
det (815]- (y)> 1<i<n

1<j<n

verschwindet namlich in einer feinen Umgebung von x nicht, was zeigt, dass die
formalen Umkehrungen 7o ¢71(z;) = 7(t;) in einer Umgebung von 0 € K™ kon-
vergieren, und somit bewahrt der Automorphismus 7 o ¢~! die Eigenschaft der
Konvergenz in einer Umgebung von 0.

Schreibe z = (z1,...,7n) € X(K) C A¥. Der Satz der impliziten Funktion besagt
auch, dass es Umgebungen C von (z1,...,2,) € A% und U von z in X(K) gibt,
so dass die Abbildung C' — U

(Z17~-'7Zn) — (217---a2m901a---a90N—1)
ein bianalytischer Homeomorphismus ist. Wir haben eben gezeigt, dass fiir eine
glatte Varietdt X iiber K der topologische Raum X (K) in natiirlicher Weise die
Struktur einer analytischen Mannigfaltigkeit iiber K besitzt. Die Definition hierfiir
ist

DEFINITION 4.8. Sei X ein separabler, parakompakter topologischer Raum,
(Ui)ier eine offene Abdeckung von X und fir alle ¢ € I sei ¢ : U; — C; ein
Homeomorphismus von U; auf eine offenen Teilmenge C; von K". Man nennt
(X, (¢i : Ug — Ci)ier) eine analytische Mannigfaltigkeit der Dimension n tiber
K wenn alle Transitionsfunktionen

et

Tij ZCiﬂCj UiﬁUj Ll CiﬂCj
fiir 4,7 € I mit U; NU; # @ analytisch sind.
BEISPIEL 4.9. Vergniigen wir uns mit dem Kreis X (K) C A% mit X = spec A
und
A=Kty t]/(tT+ 15— 1)
Betrachten wir den Punkt z := (0,1) € X(K) C A%, der dem K-Algebrahomo-
morphismus €, : f — f(0,1) von A nach K entspricht, oder aber alternativ dem

K-rationalen Punkt ker ¢, des Schemas X . Die Funktion ¢; ist ein lokaler Parameter
im Punkt x := (0, 1), weil nimlich t; € m, aber t; ¢ m2.

{f€0,]f(0,1) =0}
m2 {f €0, | £(0,1) =0 und ng(O,l) = 0}
1

Die Funktion ts kann dann lokal als Potenzreihe in t; ausgedriickt werden, das
heisst, es existiert eine eindeutige Reihe ¢ € K][[z]] so dass fiir alle y = (y1,92) in
einer Umgebung von x die Gleichheirt t2(y) = y2 = ¢©(t1(y)) = v(y1) gilt. Sei

ole) =Y ai
=0

my
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diese Reihe. Wir wissen dass ag = ¢(0) = ¢(t1(x)) = ta(x) = 0. Diese Information
und die formale Gleichheit 1 — 22 = (2)? erlauben es, die Koeffizienten (a;)$2,
auszurechnen. Man hat:

2

1 = aj
0 = Z2apm
-1 = 2apas + a?
0 = Z2apas+ 2a1a9
0 = 2apa4+ 2aia3+ a%

k
0 = E AjGL—j
=0

woraus man a; = 0, a; = —%, ag = 0, ag = —3 etc. berechnet, solange bis man die

allgemeine Form

(HO-He-H)--1-Y
7!

errdt, die man natiirlich ohne grossen Aufwand mittels vollstdndiger Induktion

nachpriift. Die so erhaltene Reihe

ag; = und agzi+1 = 0

(29) o)=Yy D= NG D G i)

- z
7!

i=0
konvergiert tatséichlich in einer Umgebung von 0 € K, welcher der zur Auswahl
stehenden Korper K auch immer ist: Im Fall K = R oder K = C liefert das
Quotientenkriterium einen Konvergenzradius 1. Im p—adischen Fall muss gezeigt
werden, dass fiir geniigend kleine z der Term v(ag;2?%) fiir grosse i gegen oo strebt.
Das folgt aus der einfachen Abschétzung

o(i) = Lka v(p) <i Y pru(p) =i ”(p>1
k=1 k=1

p—

weil dann

) = o (DDA DD )

20 4

v(p)
p—1
und somit konvergiert (29) fiir v(z) > 3 (v(2) + v(p)(p —1)71).

> 2iv(z) —iv(2) —1i

BEMERKUNG 4.10. Unser Begriff der Analytizitét ist rein lokal: Eine Funktion
f U — K ist analytisch auf U wenn sie es in jedem Punkt von U ist. In den
Féllen K = R und K = C haben analytische Funktionen bekannterweise inter-
essante Starrheitseigenschaften, die globaler Natur sind: Ist etwa eine analytische
Funktion identisch Null in der Umgebung eines Punktes = von U, so ist dieselbe
identisch Null auf der gesamten zusammenhingenden Komponente von z. Diese
Starrheitseigenschaft ist leider nur trivialerweise wahr im p-adischen Fall, weil da
die zusammenhéngende Komponente von z bloss {«} ist. Das Problem mit unserer
Definition ist, dass alle lokalkonstanten Funktionen analytisch sind, und von denen
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gibt es im p—adischen Fall viel zu viele.

Wie dem auch sei, man kann dieses Problem umschiffen, in dem man in der Defi-
nition 4.7 nicht bloss Konvergenz von ¢(y) nach f(y) in einer gewissen Umgebung
von x, sondern in einer mazimalen offenen Umgebung von x verlangt. Das heisst,
man verlangt dass wann immer ¢ in einer Umgebung von y konvergiert die Gleich-
heit p(y) = f(y) gilt. Im reellen und komplexen Fall ist das automatisch so, im
p—adischen Fall allerdings unterscheiden sich die beiden Definitionen.

2. p—adische Integration

In diesem Abschnitt sei p eine fest gewéhlte Primzahl, K eine endliche Erwei-
terung von Q, und R := Ok der Ring der ganzen Zahlen in K. Sei m C R das
maximale Ideal in R und F, := R/m der Restklassenkérper mit ¢ = p® Elementen.
Definiere fiir 2 € K den Absolutbetrag als |z|, = ¢~*(*) falls z # 0 und |0, = 0,
wobei v : K* — Z die normalisierte Bewertung auf K ist.

Die additive Gruppe K™ ist lokalkompakt, hausdorffsch und natiirlich kommutativ.
Somit existiert ein bis auf einen Skalar eindeutiges translationsinvariantes Mass auf
K™, das Haar-Mass, das wir durch

/ 1 dZ]dZQ...danl

eichen. Das macht deshalb Sinn, weil R" eine kompakte, abgeschloffene® Teilgruppe
von K" ist.

2.1. Integration von n—Formen. Legen wir ein integrales, separiertes glat-
tes Schema X endlichen Typs mit Dimension n iiber K fest, und schreiben Q% K
fir die Garbe der n-Formen auf X. Man weiss dass (% /K eine lokal freier Ox—
Modul von Rang 1 ist. Sind T, ..., T, lokale Parameter von X in z so kann man
jeden Schnitt w von (% / )R in einer feinen Umgebung U von z als

w=f-dlhN---NdT,
darstellen, wobei f eine lokalrationale Funktion auf U ist. Ist f anstatt lokalrational

analytisch, so bezeichnet man w als analytische n—Form, und ich schreibe (2% / KA
fiir die Garbe der analytischen n—Formen auf X (K). Man kann das auch als

(%) = (Ax/k)r Or A

sehen. Die lokalen Parameter Ti,...,7T, induzieren einen bianalytischen Homeo-
morphismus ¢ : U — C von U auf eine offene Teilmenge C' von K. Die p—adische
Integration von w auf U ist dann definiert als

[ el= [1706  @ladar - dz
U C

A priori hingt dieser Wert von der Wahl der lokalen Parameter 77, ...,7T;, ab. Dass
dem nicht so ist zeigt folgendes Argument: Seien Sy, ..., .S, andere lokale Parameter
in z, die einen analytischen Homeomorphismus ¢ : U — D von U (man ersetze
eventuell U durch eine kleinere Umgebung von z) auf eine offene Teilmenge D von

3abgeschlossene und offene; In einem sehr sehr guten Englisch-Deutsch Worterbuch findet
man diesen Ausdruck unter clopen.
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K™ induzieren. Es muss dann gezeigt werden, dass fiir jede analytische Funktion
g=fop taufC

/|g(z)|pdzl~odzn:/ lgo (pop™1)(2)|,dz -+ dzn
c D

Die Funktion ¢ o9~ ! : D — C ist ein analytischer Homeomorphismus, und die

Determinante .
det J(z) = det (W(z))
azj 1<i<n

15520
folglich eine analytische Funktion ohne Nullstellen auf D. Man kann, in dem man
eventuell S7 durch \S; fiir ein geeignetes A € K* ersetzt, ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen dass J(1) = 1, das heisst |J(1)|, = ¢° = 1. Nun ist
aber die Funktion z — |det J(z)|, stetig auf D fiir die diskrete Topologie auf Q,
woraus folgt, dass |det J(z)|, = 1 fiir alle z in einer Umgebung von 0 € K" gilt.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, in dem wir eventuell U weiter verkleinern,
kénnen wir annehmen dass |J(z)|, = 1 fiir alle z € D. Damit wird die Rechnung

/|fosf1<z>\pdzl~-dzn:/ F ot @)y | det ()l dza -+ -z
C D

— [ Urev @l oz,
D

trivial.

SATZ 4.11. Seien X undY integrale, separierte glatte Schemata endlichen Typs
mit Dimension n tiber K, und sei f : Y — X ein generisch endlicher, dominanter®
Morphismus. Dann gilt fiir jede analytische n—Form w auf X (K)

[ =g [ 17
X(K) P deg f Y (K) P

BEWEIS. Es gibt eine offene Teilmenge U C X so dass f : f~1(U) — U ein
endlicher Morphismus ist (Hartshorne [12], chapter II, ex 3.7). Das heisst, dass
V(K) := f~Y(U(K)) eine durchschnittsfremde Vereinigung von deg f Kopien von
U(K) ist. Weil X(K)\ U(K) eine endliche Vereinigung von Varietéten mit Dimen-
sion < n und damit vom Mass 0 ist, gilt

deg f / wlp = deg f / wlp = / ol = / 1wl
X(K) U(K) V(K) Y (K)
O

KOROLLAR 4.12. Seien X und Y integrale, separierte glatte Schemata endli-
chen Typs mit Dimension n tber K, und sei f : Y — X ein birationaler, eigent-
licher Morphismus. Dann gilt fir jede analytische n—Form w auf X (K)

/ wlp = / Pl
X(K) Y (K)

4das heisst, dass f~1(z) endlich ist, wobei = der dichte Punkt von X ist, und dass das Bild
von f dicht in X liegt. Insbesondere ist der Koérper der rationalen Funktionen von Y eine endliche
Erweiterung mit des Korpers der rationalen Funktionen von X. Der Grad dieser Erweiterung ist

deg(f).
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2.2. Integration von Gittern. Betrachten wir die spezielle Situation wo X
iber dem Ganzzahlring von K definiert ist. Es bezeichne also X ein integrales,
separables, glattes Schema endlichen Typs iiber dem Ganzzahlring R von K, und
ich schreibe X fiir X Xgpec r spec K.

Man kann die R—ganzen Punkte X (R) := Homgpec r(spec R, X)) mit K-rationalen
Punkten von X (oder von X ) identifizieren:

X(R) € X(K) = Xk(K)

und falls X eigentlich iiber R ist hat man dann sogar Gleichheit. Das sind direkte
Konsequenzen der Bewertungskriterien fiir Separiertheit respektive Eigentlichkeit
(Hartshorne [12], II, 4.3 und 4.7). Es ist leicht zu sehen dass unter dieser Identifi-
kation X (R) offen in X (K) ist.

Sei U C X offen und f € Ox(U). Dann kann f auch als Funktion auf U (K') gesehen
werden, die auf R—ganzen Punkten Werte in R annimmt. Aus den so erhaltenen
Funktionen kann man wie in 4.5 eine Garbe R° auf X (K) erzeugen.

Es ist klar dass R°(U) C R(U) fiir jede offene Teilmenge U von X (K). Insbesondere
ist R eine R%-Algebra, und so kann jeder R-Modul auch als R°-Modul angesehen
werden.

DEFINITION 4.13. Sei M ein lokal freier R-Modul vom Rang r. Ein Gitter in
M ist ein lokal freier R°-Modul £ € M vom Rang r.

BEISPIEL 4.14. Ist £ irgend ein lokal freier, endlichrangiger R°-Modul auf
X(K), so ist L ein Gitter in £ ®ro R.

BEISPIEL 4.15. Sei L ein endlichrangiger, lokal freier O x—Modul auf X. Genau
so wie man aus einem Ox, -Modul M auf X einen R-Modul My fabriziert, kann
aus L ein R%-Modul Lo auf X(R) = X(K) gewonnen werden. Man kann L auch
via den natiirlichen Morphismus Xx — X in einen Ox,—Modul Lx auf Xg
ziehen. In dieser Situation gilt dann

Lo ®ro R = (Li)r
kanonisch und natiirlich.

Sei M ein lokal freier R—Modul vom Rang 7, und sei £ ein Gitter in M. Weil
die feine Topologie aus X (K) einen total unzusammenhingenden topologischen
Raum macht, konnen globale Schnitte fi,..., f, von £ gefunden werden, so dass
L=Rf1@®  -dRf, und M = Rf1®,...,Rf. Solch ein System globaler Schnitte
heisst Erzeugendensystem von L, und wir sagen dass die Schnitte fi,..., f, das
Gitter £ erzeugen. Ist f1,..., f/ ein anderes Erzeugendensystem von L, so gibt es
ein g € GL,(R°(X(K))) so dass gf; = f] fiir alle 1 <i <r.

Sei nun £ ein Gitter in (Q}K/K)R, wobei n := dimg X die relative Dimension von
X iiber R ist, und sei f € L(X(K)) ein Schnitt der £ erzeugt. Wir schreiben fiir
eine offene Teilmenge U C X (K)

Lret= [,

Das macht Sinn, weil wenn f’ ein anderer erzeugender Schnitt von £ ist, so unter-
scheidet sich f von f’ nur durch eine Einheit, die nichts am Integral dndert. Ein
speziell interessantes Gitter in (' ;)= ist natiirlich (@ p)ro, wie der nachfol-
gende Satz von Weil ([27], 2.2.5) und in seiner hier présentierten, leicht allgemei-
neren Form von Tto ([13], 3.1) zeigt:
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SaTz 4.16 (Weil [27], Ito [13]). Sei X ein glattes, separables Schema tiber R
mit relativer Dimension dimp X = n. Dann gilt

Q7 o] = ———~ 47
/X 0%l = 0

BEWEIS. Sei m das maximale Ideal von R und p : X(R) —» X (F,) die Re-
duktion modulo m Abbildung. Das heisst, ist = : spec R — X ein R-rationaler
Punkt in X, so ist p(z) der Punkt specF;, — spec R — X. Fiir jedes T € X (F,)
ist p~1(Z) eine offene Teilmenge von X (R), und man hat

xR = I1r'@

ZEX (Fy)

/X MEAEIEDY / (% )]

TEX(F,) p~1(Z)

Damit

Es geniigt also zu zeigen dass fiir alle T € X (F,)

1
(% p)rol = —
/pl(x) / q
Ein System regulérer Parameter (71,...,T,) C Oxz in T, definiert einen analyti-

schen Homeomorphismus
p:p (@) —m" CK"
Ein erzeugender Schnitt w von (0% / r)Ro kann auf p~1(7) als
w=f-dTy NdTy A --- A dT,

geschrieben werden, wobei f eine analytische Funktion auf p=1() ist. Nun ist aber
f(z) eine Einheit fiir alle # € p~(Z), und damit |f(z)|, = 1 fiir alle x € p~!(T).
Deshalb gilt

1
[ el [ Weetpdn e = [ didn = o
p~ (@) mn mm q

wobei die letzte Gleichung daher kommt, dass der Index von m™ in R"™ gleich ¢"
ist. (I

SATZ 4.17. Seien X und Y glatte, eigentliche Schemata tber R. Gibt es ein
glattes und eigentliches Schema Z iber R, und eigentliche birationale Morphismen
[:Z—Xundg:Z—Y sodass f*Qx/p = g*Qy,r, dann gilt fir alle m € N

#X(qu) = #Y(]Fq’”)

BEWEIS. Das ist einfach: Sei L| K eine Erweiterung mit Bewertungsring S C L,
so dass Fym |F, die entsprechende Restklassenkorpererweiterung ist. Dann gilt

#X(qu) / *
#X ) _ (%, s)ro| = / (0% o)l
q Xs(S) s/ Z5(S) s/

#Y(qu)
[ el = / (O, ¢)ro| = e
/zs(s) s/ Ys(S) s/ q

Die erste und die letzte der Gleichungen impliziert der Satz 4.16, die zweite und die
zweitletzte folgen aus dem Korollar 4.12. Bemerke dass weil X, Y und Z eigentlich
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sind kein Unterschied zwischen S—ganzen und L-rationalen Punkten besteht. Die
Gleichung in der Mitte folgt daraus, dass f*Qx /s und g*Qy, /g als Oz, ;s Moduln
isomorph sind. Erzeugende Schnitte von (f*Qx/s)ro und (g*Qy, /5)ro unterschei-
den dich also bloss durch eine Einheit von S, die nichts am Integral &ndert. ([l

Die Schlussfolgerung des Satzes 4.17 kann natiirlich auch als ...dann X und
Y die selbe Zetafunktion. formuliert derden. Wenn wir anstelle von birationalen
Morphismen generisch endliche und dominante Morphismen nehmen, so erhalten
wir folgendes, allgemeineres Resultat

SATZ 4.18. Seien X, Y und Z glatte, eigentliche Schemata tiber R, und seien
f:Z— Xundg:Z — Y generisch endliche und dominante Morphismen so
dass f*Qx/p = g*Qy r. Dann gilt

Cx (5) 1819 = Gy (s)18)

BEWEIS. So wie der Beweis von 4.17, ausser dass man anstatt 4.12 den Satz
4.11 benutzt. 0



KAPITEL 5
K—Aquivalenz

1. K—Ordnung auf einer birationalen Klasse

DEFINITION 5.1. Seien X und Y glatte eigentliche Varietéten iiber einem Kor-
per k. Man sagt dass X <k Y, wenn eine glatte eigentliche Varietdt Z iiber k, und
birationale eigentliche Morphismen f : 7 — X und g : Z — Y existieren, so
dass f*Kx < g*Ky. Die so auf einer birationalen Klasse definierte Ordnungsrelati-
on heisst K -Ordnung, und man sagt X und Y seien K -dquivalent wenn X =g Y.

Eine kleine Nachpriifung ist angebracht: Seien wie in der Definition X, Y und Z
glatte eigentliche Varietaten liber kK und f: Z — X und g : Z — Y birationale
eigentliche Morphismen so dass f*Kx < g*Ky. Sei Z’ eine weitere glatte eigentliche
Varietat tiber k, und seien f’ : Z/ — X und ¢’ : Z/ — Y weitere birationale
eigentliche Morphismen. Dann hat man ebenfalls f*Ky < ¢" Ky

Insbesondere schliessen wir daraus, dass X und Y genau dann K-#quivalent wenn
eine glatte eigentliche Varietdt Z iiber k, und birationale eigentliche Morphismen
f:Z — X und g: Z — Y existieren, so dass f*Kx = ¢*Ky.

BEMERKUNG 5.2. Die Definition 5.1 macht auch dann noch Sinn, wenn X und
Y nicht glatt, sondern nur Q—Gorenstein sind. In diesem Fall ist f*Kx < ¢g*Ky
ein Vergleich von Q-Divisoren auf Z.

2. K—Aquivalente Varietiiten haben dieselben Hodge—Zahlen

Ziel dieses Abschnitts ist es, seinen Titel zu beweisen. Das geschieht in zwei
Schritten: Zuerst soll das Resultat fiir Varietédten iiber einem Zahlkorper bewiesen
werden, und in einem zweiten Schritt soll dann der allgemeine Fall mittels Defor-
mation auf den bekannten zuriickgefiihrt werden.

2.1. Der Zahlkoérperfall.

THEOREM 5.3. Seien X, Y und Z glatte, eigentliche Varietiten iber einem
Zahlkorper k, und seien f: Z — X und g : Z — Y dber k definierte birationale,
eigentliche Morphismen so dass f*Q‘;g?}CX = g*Q?}ﬁY. Dann haben X und Y die
selben Hodge—Zahlen.

BEWEIS. Sei S eine geniigend grosse, endliche Menge von maximalen Idealen
des Ganzzahlrings Oy von k, und seien Xy, Yy und Zy Schemata die eigenlich und
glatt iber U := spec Ok \ S sind, so dass X = Xy xy speck, Y = Yy Xy speck
und Z = Zy Xy speck, und so dass f und g in eigentliche, birationale Morphismen

oy Xo
Zy
g Yy

47
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ausgedehnt werden konnen, die die Relation

f(jQ&U/U = g(*JQ?’U/U
erfiillen. Sei p ¢ S ein maximales Ideal von Oy und sei R die Vervollstdndigung von
O in p. Definiere Xg := Xy Xy spec R, und in gleicher Weise Yr und Zg, und
schreibe fr : Zp — Xg und g : Zr — Ypg fiir die von fy und gy induzierten
Morphismen. Es gilt dann

f}*%Q&R/R = QF%Q@R/R
Dem Satz 4.17 zufolge hat man damit Y (O /p) = Xu(Or/p). Weil das fiir alle

maximalen Ideale von Oy ausser diejenigen in S gilt, erlaubt es der Korollar 3.12
daraus zu schliessen dass X und Y die selben Hodge—Zahlen haben. ([

2.2. Das Deformationsargument.

THEOREM 5.4. Sind X und Y glatte, eigentliche K—dquivalente Varietditen tiber
C, so haben X und Y die selben Hodge—Zahlen.

BEWEIS. Schreibe n := dimX = dimY. Da X und Y K-—#quivalent sind,
existiert eine glatte, projektive Varietdt Z iiber C, und birationale Morphismen
f:Z — Xund g: Z — Y so dass f*Q% = ¢"Q}. Wir kénnen einen {iiber
Q endlich erzeugten Korper D, glatte, eigentliche Schemata Xp, Yp und Zp iiber
D und Morphismen fp : Zp — Xp und gp : Zp — Xp wihlen, so dass
f*Q’)‘(D/D = g*Q@D/D gilt, und so dass

X Xp
/] %
Z Zp X = Xp Xgpec D specC
g gp Y = YD ><specD SpeC(C
v Y Z = Zp Xspec D specC
spec C spec D

kommutiert!. Sei T ein integrales, separiertes Schema endlichen Typs iiber Q, dessen
Korper der rationalen Funktionen isomorph zu D ist. Wir kénnen Xp, Yp, Zp, fp
und gp in Schemata X7, Yr und Zp iber T und Morphismen fr : Zp — Xp
und g : Zp — Yp iiber T ausdehnen, und in dem wir eventuell 7' durch eine
offene Teilmenge von T ersetzen, konnen wir annehmen dass diese Ausdehnungen
eigentlich und glatt {iber T sind, dass f7 und g7 eigentliche, birationale Morphismen
sind, so dass
f;“ ?{T/T :fr? TSL/T/T

Sei s € T ein abgeschlossener Punkt. Die Fasern X, Y und Z; von X7 und Y7 und
Zr iber s sind eigentlich und glatt iiber dem Restklassenkorper & in s, und es gilt

% e = 9509 i

3Wir withlen ein Modell iiber D



3. MINIMALE MODELLE UND K-AQUIVALENZ 49

Da k ein Zahlkorper ist, haben nach 5.3 die Fasern X, und Y; die selben Hodge-
Zahlen. Einem Resultat von Deligne zufolge ([6], 5.5) haben in einer glatten, ei-
gentlichen Familie von Varietéten in Charakteristik 0 alle Fasern die selben Hodge—
Zahlen. Der Satz 5.4 ist also eine Konsequenz von 5.3. (Il

3. Minimale Modelle und K—Aquivalenz

Im Folgenden seien alle Varietdten Varietiten iiber einem festgelegten, alge-
braisch abgeschlossenen Korper k. Falls nicht ausdriicklich das Gegenteil behauptet
wird sind Punkte stets abgeschlossene Punkte.

3.1. Minimale Modelle: Motivation. Sei X eine glatte, projektive Fliche,
und P € X ein Punkt von X. Sei 7 : X — X die Aufblasung von X in P und
sei B := 71(P) C X die Ausnahmskurve. Man weiss ([12], V, 3.1) dass X eine
glatte und projektive Flache ist, dass F =2 ]P’}C, und dass die Einschrankung von
auf X \ E ein Isomorphismus auf X \ P ist. Ausserdem ist (loc. cit.) die Selbst-
schnittzahl F? = E.E = —1.

Ein Satz von Castelnuovo (loc. cit. V, 5.7) zeigt, dass das auch umgekehrt funktio-
niert:

THEOREM 5.5 (Castelnuovo). Sei X eine projektive glatte Fldiche, und sei E
eine Kurve in X so dass E = IP’,lf und FE.FE = —1. Dann existiert eine projektive
glatte Fliche X, ein Morphismus m : X — X und ein Punkt P in X so dass
7: X — X eine Aufblasung mit Zentrum P = 7(E) ist.

Die Moral von der Geschichte ist also dass eine Fldche genau dann die Auf-
blasung einer anderen Fliche in einem Punkt ist, wenn auf der ersteren eine zu IE”,lc
isomorphe Kurve mit Selbstschnittzahl —1 existiert. Von speziellem Interesse sind
natiirlich diejenigen Flichen die nicht die Aufblasung einer anderen sind.

DEFINITION 5.6. Eine glatte, projektive Flache X heisst relatives minimales
Modell wenn auf X keine Kurve £ 2 P} mit E.F = —1 existiert. Ist X das einzige
relative minimale Modell in seiner birationalen Klasse, so nennen wir X kurzerhand
minimales Modell.

Der folgende Satz von Zariski ist ein zentrales Resultat fiir die Klassifikation
der glatten projektiven Flichen (siehe Kollar, [14], Kapitel II1.2)

THEOREM 5.7 (Zariski). Sei Y eine glatte, projektive Fliche. Dann gibt es
einen birationalen Morphismus f : Y — X von Y auf ein relatives, minimales
Modell X .

Wenn Y nicht rational, und auch keine Regelfidche ist, dann ist X eindeutig, also
ein minimales Modell.

DEFINITION 5.8. Sei X eine glatte, projektive Varietdt. Ein Divisor D auf X
heisst nef (numerisch effektiv), wenn fiir jede Kurve C auf X die Schnittzahl C.D
grosser oder gleich Null ist.

BEMERKUNG 5.9. Da die Schnittzahl C.D nur von der Divisorenklasse von D
abhingt, macht es Sinn eine Divisorenklasse nef zu nennen wenn einer, und da-
mit alle ihre Reprisentanten nef sind. Ich rufe in Erinnerung, dass fiir eine glatte?

2allgemeiner fiir eine lokal faktorielle



50 5. K-AQUIVALENZ

Varietdt die Guppe Pic(X) der Isomorphismenklassen von Geradenbiindeln un-
ter der Operation ® kanonisch isomorph zur Divisorenklassengruppe von X, das
sind Divisoren modulo Hauptdivisoren, ist. Beide dieser Gruppen kénnen auch mit
HY(X,G,,) identifiziert werden. Speziell interessant ist das Biindel Q™ X auf X,
und dessen zugehdrige Divisorenklasse Ky, genannt kanonische Klasse oder kano-
nischer Divisor.

Es ist einfach zu zeigen dass eine Fliche X ein relatives minimales Modell ist
wenn der kanonische Divisor von X nef ist: Nehmen wir ndmlich umgekehrt an X
sei kein relatives minimales Modell, dann existiert also eine Kurve F = ]P’}C auf K
mit E.E = —1. Man weiss ([12], V, 1.5), dass fiir eine glatte Kurve C' in X vom
Geschlecht g die Beziehung

29—-2=0C.(C+ Kx)

gilt. Fir die Kurve E die vom Geschlecht 0 ist erhélt man —2 = F.E + F.Kx.
Daraus folgt E.Kx = —1, und deshalb ist Kx nicht nef.

Umgekehrt stimmt das nicht: Es gibt relative minimale Modelle deren kanonischer
Divisor nicht nef ist. Zum Beispiel X = P%. Das folgende Resultat (siche Kollar
[14], Beweis des Theorems II1.2.1) zeigt, dass rationale Flichen und Regelflichen
die einzigen Ausnahmen sind:

THEOREM 5.10. FEine glatte, projektive Fliche X ist genau dann ein minimales
Modell wenn die kanonische Klasse Kx von X nef ist.

Fortschritt ist in der Mathematik bekanntlich dadurch ausgezeichnet, dass S&t-

ze zu Definitionen werden. Hoffnungsvoll nennen wir also glattes minimales Modell
eine jede glatte projektive Varietdt X, deren kanonische Divisorenklasse nef ist.
Es ist allerdings falsch — soviel zu unseren blaudugigen Hoffnungen — dass in Dimen-
sionen > 3 in einer birationalen Klasse jeweils, wenn {iberhaupt eines, dann nur ein
einziges minimales glattes Modell existiert. Die Klassifikation der minimalen glatten
Modelle in einer gegebenen birationalen Klasse (man schliesst dabei die rationale
Klasse, Klassen von Faserungen und noch ein paar andere, von denen man weiss
dass sie keine minimalen Modelle enthalten aus) ist eine prestigetrichtige Angele-
genheit, und somit gegenwértig ein aktives Forschungsfeld.
Zum Schuss sei noch angemerkt dass in Dimension 3 solch eine Klassifikation be-
kannt ist: Birationale glatte minimale Modelle der Dimension 3 sind durch eine
Kette sogenannter Flops verbunden (J. Kollar, Flops, Nagoya Math. J. 113 (1989)
15-36). Ein Flop ist eine spezielle Folge von birationalen Transformationen, wo man
zwischenzeitlich auch mit Singularitdten arbeiten muss. Dies legt nahe, dass man
auch minimale Modelle mit gewissen Singularitéiten studieren sollte.

3.2. Birationale glatte minimale Modelle sind K—-4quivalent. Es soll
gezeigt werden, dass birationale glatte minimale Modelle iiber einem festgelegten,
algebraisch abgeschlossenen Korper k£ von Charakteristik 0 K—dquivalent sind. Im
Beweis konnen wir nicht auf Hironakas Satz von Existenz einer Auflésung der Sin-
gularitdten verzichten, deshalb die zusédtzliche Hypothese char k = 0.

SATZ 5.11. Birationale glatte minimale Modelle tiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper von Charakteristik 0 sind K —dquivalent.

BEWEIS. Seien X und Y glatte, birationale minimale Modelle {iber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper von Charakteristik 0, und sei n := dim X = dim Y.
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Sei I' € X x Y der Graph einer birationalen Transformation X --+ Y, und sei
p : Z — T eine Auflésung der Singularitdten von I'. Somit ist Z eine glatte,
eigentliche Varietét, und man hat birationale, eigentliche Morphismen

f:z—Lt 1™ ,X

g:Z L1 Ly
Es bleibt zu zeigen dass f*Kx = ¢* Ky fiir diese Wahl von Z, f und g gilt. Dabei
geniigt es zu zeigen dass f*Kx > g" Ky, die entgegengesetzte Ungleichung ergibt
sich aus der Symmetrie. Schreibe

K; = f*Kx+F

K; = g*Ky +F
wobei E, E' effektive Divisoren sind; E ist ein Ausnahmsdivisor fiir f, und E’ ein
Ausnahmsdivisor fiir g. Schreibe F := E' — F, so dass also

["Kx =g"Ky + F

Es muss gezeigt werden, dass F' > 0. Schreibe F' als Summe
n—1
F=)F;
j=0

so dass dim(supp f(F;)) = j fiir alle 0 < j < n—1. Weil E ein Ausnahmsdivisor fiir
f ist gilt F,,_1 > 0. Wir zeigen rekursiv dass F; > 0 fiir j =n—-1,n—-2,...,2,1,0.
Nehmen wir also an, dass F; > 0 fiir j =n —1,...,k + 1, und zeigen dass Fj, > 0.
Sei L ein sehr ampler Divisor auf X, und H ein sehr ampler Divisor auf Z, und
schreibe S fiir die Fléche

Si=H"R L
Man hat
(30) f*Kx‘S:g*Ky|S+A7B

fiir effektive Divisoren A und B von S, ohne gemeinsame Komponenten. Es gilt
S.F = A— B. Die Komponenten von B kénnen nur von Fj stammen, weil einerseits
F; >0 falls j > k, und falls j < k ist, kann man annehmen dass f(F;) N L* = @.
Wer (30) mit B schneidet findet

(31) B.f*Kx = B.g*Ky + B.A— B.B

Weil Ky nef ist, ist B.g*Ky = g(B).Ky positiv oder null, und es gilt ebenfalls
A.B > 0. Weiter ist B.f*Kx = f(B).Kx = 0, weil f(B) C L* N f(F;) nulldi-
mensional ist. Aus (31) folgert man also dass B.B > 0. Nach dem Hodge’schen
Indexsatz ist das aber nur dann moglich wenn B = 0. Somit ist Fj, > 0, was zu
zeigen war. (]

KOROLLAR 5.12. Birationale glatte minimale Modelle iiber C haben dieselben
Hodge—Zahlen

BEWEIS. Das folgt direkt aus 5.11 und 5.3. O

Das Resultat 5.12 ist in Dimension 2 klar, aufgrund der Eindeutigkeit der glatten
minimalen Modelle fiir Fliachen, und wenn man weiss dass ein Flop die Hodge-
Zahlen unveréndert ldsst kann man 5.12 fiir dreidimensionale Varietéiten aus Kollar’s
Klassifikation der glatten minimalen Modelle in Dimension 3 schliessen.
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